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2 Présentation et obje
tifs généraux

Mots 
lés : 
al
ul s
ienti�que, algèbre linéaire, moindres 
arrés, valeurs propres,

équations di�érentielles, hamiltoniens, parallélisme, pré
ision, environnement, santé.

Le thème uni�
ateur du projet est la 
on
eption, l'étude et la mise en ÷uvre d'algorithmes

pour le 
al
ul s
ienti�que, dans les di�érents 
ontextes d'un traitement numérique : la simu-

lation proprement dite à partir des équations de la physique, le traitement d'images, la réalité

virtuelle.

Il résulte de 
es thèmes transversaux que les domaines d'appli
ation sont potentiellement

très nombreux. Le projet a 
hoisi de s'investir plus parti
ulièrement dans les domaines de

l'environnement (hydro-géologie, prospe
tion sous-marine) et de la santé (
himie, dynamique

molé
ulaire).

Le projet Aladin a 
hoisi de se 
onsa
rer à trois axes de re
her
he :

� équations di�érentielles,

� systèmes d'équations linéaires et non linéaires,

� problèmes aux valeurs propres.



4 Rapport d'a
tivité INRIA 2001

En e�et, 
es trois types de problème sont au 
÷ur de la plupart des logi
iels faisant du


al
ul numérique.

Les prin
ipaux 
ritères de qualité d'un algorithme sont sa �abilité et sa vitesse d'exé
ution.

C'est pourquoi le projet Aladin développe deux axes de re
her
he orthogonaux aux pré
édents :

� parallélisme,

� qualité numérique.

La re
her
he en équations di�érentielles porte sur des s
hémas numériques permettant de

résoudre e�
a
ement et ave
 une bonne pré
ision des équations di�érentielles algébriques. Un

sujet d'étude 
on
erne la résolution numérique des systèmes hamiltoniens qui modélisent des

problèmes issus par exemple de la dynamique molé
ulaire.

Pour les systèmes linéaires, la re
her
he du projet porte sur la 
on
eption d'algorithmes

itératifs adaptés aux systèmes de très grande taille dé�nis par des matri
es 
reuses. Les espa
es

de Krylov sont l'un des outils privilégiés pour 
on
evoir 
es algorithmes itératifs. Un avantage

est de n'exiger au
une transformation de la matri
e du système, voire de ne pas sto
ker de

matri
e, en utilisant seulement l'appli
ation de l'opérateur linéaire à des ve
teurs.

Pour les problèmes aux valeurs propres, issus par exemple de l'équation de S
hrödinger, les

espa
es de Krylov sont aussi un outil de 
hoix pour la 
on
eption des algorithmes. Un autre

sujet de re
her
he important a trait à la stabilité des systèmes dynamiques. Dans 
e 
as, il

faut lo
aliser de manière sûre les valeurs propres de la matri
e asso
iée.

Les algorithmes développés pour les trois axes dé
rits 
i-dessus sont validés sur des ar
hi-

te
tures parallèles et utilisés dans des appli
ations en sismique sous-marine, hydro-géologie,

mé
anique des matériaux 
omposites, éle
tromagnétisme, et
.

Les relations internationales universitaires du projet sont nombreuses et variées. Citons les

universités de Genève, d'Au
kland, du Queensland, de Minneapolis, de Patras, de Yaoundé.

Le projet 
ollabore ave
 l'Institut de Mé
anique des Fluides de Strasbourg, l'a
tion MO-

COA de l'Inria Ro
quen
ourt.

Le projet 
ollabore étroitement ave
 l'Ifremer de Brest.

3 Fondements s
ienti�ques

3.1 Équations di�érentielles ordinaires ou algébriques

Mots 
lés : système di�érentiel, système algébro-di�érentiel, indi
e di�érientiel,

proje
tion, système hamiltonien, système réversible, méthode générale linéaire, méthode

symple
tique, méthode symétrique.

Résumé : On 
her
he à résoudre numériquement des problèmes de valeur initiale

pour des systèmes d'équations di�érentielles ordinaires ou ave
 
ontraintes, 
'est-

à-dire de la forme

(

y

0

(x) = f(y(x));

y(x

0

) = y

0

;

ou

(

y

0

(x) = f(y(x); z(x)); y(x

0

) = y

0

;

0 = g(y(x)); z(x

0

) = z

0

:

(1)

Dans le 
as des équations di�érentielles ordinaires se pose un problème de 
oût de


al
ul pour les systèmes de grande taille. Le re
ours au parallélisme semble alors
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in
ontournable, mais il se heurte au 
ara
tère intrinsèquement séquentiel des mé-

thodes numériques usuelles. Nos travaux se sont orientés dans des dire
tions or-

thogonales, suivant que l'on 
her
he à paralléliser �à travers l'intervalle d'intégra-

tion� ou �à travers la méthode�. Les équations di�érentielles algébriques posent

quant à elles des problèmes spé
i�ques : en parti
ulier, l'ordre de 
onvergen
e ha-

bituel se trouve notablement diminué du fait de la présen
e des 
ontraintes. Pour


ertaines méthodes, la solution numérique fournie satisfait les 
ontraintes. Pour

d'autres au 
ontraire, elle s'en é
arte progressivement : sous 
ertaines hypothèses,

on peut néanmoins prouver l'existen
e d'un invariant numérique, �pro
he� de la

variété des 
ontraintes. Ce résultat permet en outre d'analyser les te
hniques de

post-proje
tion et de proje
tion symétrique (voir Se
tion 6.1.4). En�n, nous nous

intéressons aux systèmes hamiltoniens ave
 ou sans 
ontraintes et aux systèmes

réversibles en temps. Ces systèmes se présentent soit sous la forme d'équations dif-

férentielles ordinaires, soit sous la forme d'équations algébro-di�érentielles, mais

méritent souvent un traitement spé
i�que, destiné à préserver 
ertains invariants

géométriques qui leur sont atta
hés.

3.1.1 Systèmes di�érentiels ordinaires

Ce sont des systèmes qui se posent sous la forme

[HNW93,HW96℄

(

y

0

(x) = f(y(x));

y(x

0

) = y

0

:

Les ve
teurs y et f sont i
i dans R

m

, issus typiquement de la dis
rétisation d'une équation

aux dérivées partielles. Dans une telle situation, m peut être très grand et le problème est

très souvent �raide�. En 
lair, il est fort probable que la résolution numérique se heurte à

des problèmes de stabilité et qu'il soit né
essaire de re
ourir à une méthode impli
ite, don


d'un 
oût de 
al
ul potentiellement prohibitif. Fa
e à 
ette situation, l'usage des méthodes

de di�érentiation rétrograde s'est généralisé, en raison de leur quasi-optimalité en terme de


oût par pas. Il reste que 
es méthodes sou�rent d'un dé�
it de stabilité, auquel les 
odes


ourants tels dassl

[BCP89℄

ou Vode remédient par l'utilisation de méthodes d'ordre inférieur

à 2. Les méthodes �Singly-Impli
it Runge-Kutta� (sirk) s'a�ran
hissent partiellement de 
ette

di�
ulté. Rappelons qu'une méthode de Runge-Kutta est dé�nie par une matri
e de 
oe�
ients

A et un ve
teur de poids b. La propriété fondamentale des méthodes sirk

[Bur78℄

est la suivante :

la matri
e de 
oe�
ients A possède une seule valeur propre � de multipli
ité s. Ainsi, si J est

la ja
obienne m�m du système di�érentiel, la dé
omposition lu (lower-upper) de la matri
e

[HNW93℄ E. Hairer, S. Nørsett, G. Wanner, Solving Ordinary Di�erential Equations, Nonsti� Problems,

édition Se
ond Edition, Springer-Verlag, 1993, Volume 1.

[HW96℄ E. Hairer, G. Wanner, Solving Ordinary Di�erential Equations, Sti� Problems and Di�erential

Algebrai
 Problems, édition Se
ond Edition, Springer-Verlag, 1996, Volume 2.

[BCP89℄ K. Brenan, S. Campbell, L. Petzold, Numeri
al solution of initial value problems in di�erential-

algebrai
 equations, North Holland, 1989, New-York.

[Bur78℄ K. Burrage, � A spe
ial family of Runge-Kutta methods for solving sti� di�erential equations �,

BIT 18, 1978, p. 22�41.
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(I

s


 I

m

� hA 
 J), dont le 
oût est prédominant dans les formules de passage d'un pas

au suivant, peut être évitée et rempla
ée par la dé
omposition lu de la matri
e I

m

� h�J .

Modulo quelques transformations linéaires, le 
oût de 
es méthodes est alors ramené à un

niveau 
omparable à 
elui des méthodes multipas et elles sont parfaitement stables.

Il est également possible de 
ontourner 
ette di�
ulté en 
on
evant des méthodes intrinsè-

quement parallèles possédant des domaines de stabilité plus larges. C'est le 
as des méthodes

dimsim

[But93℄

impli
ites, dont le format est le suivant :

Y

i

= h

s

X

j=1

a

i;j

f(Y

i

) +

r

X

j=1

u

i;j

y

[n℄

j

; i = 1; : : : ; s

y

[n+1℄

i

= h

s

X

j=1

b

i;j

f(Y

i

) +

r

X

j=1

v

i;j

y

[n℄

j

; i = 1; : : : ; r:

Les ve
teurs y

[n℄

i

et Y

i

désignent des approximations de la solution exa
te ou de quantités

relatives à la solution exa
te dont la dé�nition pré
ise importe peu. Toute méthode numérique

�
lassique� peut s'é
rire sous 
e format et son 
oût par pas est essentiellement déterminé par la

forme de la matri
e A. La première des deux équations 
i-dessus 
onstitue en e�et un système

impli
ite non-linéaire dont la résolution né
essite là en
ore la dé
omposition lu de la matri
e

(I

s


 I

m

� hA
 J):

Dans le 
as d'une méthode de Runge-Kutta 
lassique (
'est-à-dire non sirk) à s étapes in-

ternes, A est une matri
e pleine et le système de dimension s � m. Cette dimension n'est

que de m pour les méthodes de di�érentiation rétrograde. Les méthodes dimsim que nous

avons 
onsidérées possèdent une matri
e A diagonale. Le système est alors dé
ouplable en s

sous-systèmes indépendants de dimension m. Le grand avantage de 
es méthodes est qu'il est

possible de 
onstruire des méthodes d'ordre élevé et parfaitement stables [3℄.

3.1.2 Équations algébro-di�érentielles

Ce sont des équations du type

(

y

0

(x) = f(y(x); z(x)); y(x

0

) = y

0

;

0 = g(y(x)); z(x

0

) = z

0

;

où l'on suppose que g

y

f

z

est inversible dans un voisinage de la solution exa
te (y(x); z(x)).

Cette hypothèse assure qu'il est possible de transformer le système algébro-di�érentiel en un

système di�érentiel pur, et 
e en dérivant la 
ontrainte 0 = g(y(x)). En omettant la dépendan
e

en x, il vient en e�et su

essivement

0 = g

y

(y)y

0

= g

y

(y)f(y; z);

0 = g

yy

(y)(f(y; z); f(y; z)) + g

y

(y)f

y

(y)f(y; z) + g

y

(y)f

z

(y; z)z

0

;

[But93℄ J. But
her, � Diagonally-Impli
it Multi-Stage Integration Methods �, Applied Numeri
al Mathe-

mati
s 11, 380, 1993, p. 347�363, North-Holland.
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d'où il est possible de tirer d'après l'hypothèse faite sur g

y

f

z

une expression de z

0

. On voit

au passage que deux di�érentiations ont été né
essaires, 
e qui 
ara
térise les systèmes de

Hessenberg d'indi
e 2. Les problèmes d'indi
e inférieur à 2 ne posent pas de di�
ultés parti
u-

lières, alors que le traitement dire
t des systèmes d'indi
e supérieur à 3 est 
onsidéré 
omme

périlleux. En outre, une te
hnique introduite par Gear, Gupta et Leimkulher

[GGL85℄

permet

d'é
rire les systèmes d'indi
e 3 
omme des systèmes d'indi
e 2 � résultat qu'on obtient égale-

ment par simple di�érentiation � en in
luant la 
ontrainte d'indi
e 3 dans le nouveau système

au moyen d'un multipli
ateur de Lagrange �arti�
iel�. La 
ontrainte d'origine peut ainsi être

prise en 
ompte lors de la résolution numérique du système. Ce
i 
onfère aux systèmes d'indi
e

2 une importan
e parti
ulière, re�étée par l'abondan
e de la littérature portant sur 
e 
as

[HLR89,HW96℄

.

Comme indiqué pré
édemment, une méthode de Runge-Kutta appliquée à un système d'in-

di
e 2, subit une rédu
tion de son ordre de 
onvergen
e. Si la méthode possède s étapes internes,

l'ordre des méthodes de Runge-Kutta de type Radau iia, qui sont les mieux adaptées à la situa-

tion dé
rite, est de 2s�1 pour une équation ordinaire. Il n'est plus que de s pour la 
omposante

algébrique (z) d'un système d'indi
e 2. C'est 
e qu'on observe 
ouramment lorsqu'on utilise le


ode Radau5 fondé sur 
es méthodes. La rédu
tion d'ordre est plus drastique en
ore pour les

systèmes d'indi
e 3, mais il apparaît de plus en plus né
essaire d'étudier 
es systèmes en tant

que tels, en raison de la pla
e qu'ils o

upent tant en mé
anique qu'en 
ontr�le optimal.

Une manière de remédier à la rédu
tion d'ordre 
onsiste à projeter la solution numérique

sur la variété des 
ontraintes. Introduite par As
her et Petzold

[AP91℄

, 
ette te
hnique d'un


oût modique, restaure l'ordre de 
onvergen
e habituel de la méthode 
onsidérée. Si (y

n

; z

n

)

désigne la solution numérique au pas n, la solution �projetée� s'obtient en résolvant le système

non-linéaire :

y

�

n

= y

n

+ f

z

(y

n

; z

n

)�

n

;

0 = g(y

�

n

):

La résolution numérique se poursuit alors à partir de y

�

n

.

3.1.3 Systèmes hamiltoniens

Ce sont des systèmes de la forme

[SSC94℄

(

p

0

(x) = �

�H

�q

(x); p(x

0

) = p

0

;

q

0

(x) =

�H

�p

(x); q(x

0

) = q

0

;

[GGL85℄ C. Gear, G. Gupta, B. Leimkuhler, � Automati
 integration of Euler-Lagrange equations with


onstraints �, Journal of Computing and Applied Mathemati
s 12, 13, 1985, p. 77�90.

[HLR89℄ E. Hairer, C. Lubi
h, M. Ro
he, The Numeri
al Solution of Di�erential Algebrai
 Systems by

Runge-Kutta Methods, Springer-Verlag, 1989, Le
ture Notes in Mathemati
s 1409.

[HW96℄ E. Hairer, G. Wanner, Solving Ordinary Di�erential Equations, Sti� Problems and Di�erential

Algebrai
 Problems, édition Se
ond Edition, Springer-Verlag, 1996, Volume 2.

[AP91℄ U. As
her, L. Petzold, � Proje
ted impli
it Runge-Kutta methods for di�erential-algebrai


equations �, SIAM Journal of Numeri
al Analysis 4, 1991, p. 1097�1120.

[SSC94℄ J. Sanz-Serna, M. Calvo, Numeri
al Hamiltonian Problems, Applied Mathemati
s and Mathe-

mati
al Computation, 7, Chapman and Hall, 1994.
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où H(p; q) est une fon
tion s
alaire dite hamiltonienne et p; q sont des ve
teurs de R

n

. De

tels systèmes possèdent un 
ertain nombre de propriétés remarquables, au rang desquelles la


onservation de H et de la di�érentielle 2-forme

!

2

=

n

X

i=1

dp

i

^ dq

i

le long des solutions, exprimant en dimension 2 la 
onservation des surfa
es et en dimension

supérieure 
elle d'une quantité similaire quoique plus abstraite. On peut également 
ara
tériser


es systèmes en exprimant la symple
ti
ité de la fon
tion �ot �

x

(p; q) qui à un point (p

0

; q

0

)

asso
ie le point (p(x

0

+ x); q(x

0

+ x)) solution du système hamiltonien dé
rit 
i-dessus. � est

dite symple
tique si et seulement si

�

0

T

"

0 I

n

�I

n

0

#

�

0

=

"

0 I

n

�I

n

0

#

:

Les méthodes dites symple
tiques ont été 
onçues pour 
onserver 
ertaines quantités de nature

géométrique, telle la quantité !

2

. Si '

h

désigne la fon
tion �ot numérique asso
iée à une

méthode symple
tique et h le pas d'intégration, alors, quelle que soit la valeur de h, ' véri�e

elle-aussi

'

0

T

"

0 I

n

�I

n

0

#

'

0

=

"

0 I

n

�I

n

0

#

:

Les méthodes de Runge-Kutta symple
tiques ont 
ertaines propriétés très séduisantes. Ainsi,

si X désigne la longueur de l'intervalle d'intégration et p l'ordre de la méthode 
onsidérée,

l'erreur � entre la solution appro
hée et la solution exa
te d'un problème hamiltonien, par

exemple périodique pour simpli�er, varie linéairement par rapport à X :

� � Ch

p

X:

Notons que pour une méthode non symple
tique, on a

� � Ch

p

X

2

:

Pour des intervalles d'intégration �astronomiques�, 
ela représente un avantage 
onsidérable.

Lorsque la fon
tion hamiltonienne est telle que H(�p; q) = H(p; q), alors le système est en

outre réversible. Plus généralement, un système de la forme (1) est dit réversible s'il existe un

isomorphisme involutif � tel que

8 y; f(�(y)) = ��(f(y)):

La fon
tion �

x

(y

0

), qui au point y

0

asso
ie la solution y(x) de (1) au point x

0

+ x, est alors

invariante par � :

8x; 8 y; �

�x

(�(y)) = �(�

x

(y)):
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Les méthodes dites symétriques satisfont une propriété similaire. La fon
tion �ot numérique

'

h

asso
iée à une méthode symétrique véri�e elle aussi

8h; 8 y;

;

'

h

(�(y)) = �('(y)):

L'intérêt fondamental des méthodes symétriques réside dans le fait que pour les systèmes

réversibles, l'erreur � est là aussi de la forme

� � Ch

p

X;

pour une méthode d'ordre p.

3.2 Problèmes linéaires et non linéaires

Mots 
lés : matri
e symétrique, matri
e 
reuse, espa
e de Krylov, linéarisation, itératif,

pré
onditionnement, dé�ation.

Glossaire :

Matri
e symétrique : Les matri
es symétriques véri�ent A = A

T

; elles sont très fré-

quentes dans les appli
ations. Grâ
e à leurs propriétés, notamment spe
trales, la résolution de

systèmes symétriques est simpli�ée.

Matri
e 
reuse : Une matri
e 
reuse est une matri
e de très grande taille ave
 un petit

pour
entage de 
oe�
ients non nuls. Lorsque les 
oe�
ients non nuls sont à des positions

régulières, on dit que la matri
e est 
reuse et stru
turée. Sinon elle est 
reuse et générale.

Espa
e de Krylov : L'espa
e engendré par fv;Av; : : : ; A

m�1

vg est un espa
e de Krylov.

Projeter le problème linéaire sur 
e sous-espa
e permet de se ramener à un problème de petite

taille qui appro
he le problème initial.

Linéarisation : En remplaçant lo
alement la fon
tion F par l'opérateur tangent, et en

résolvant un problème linéaire asso
ié, on trouve une approximation de la solution au problème

F (u) = 0.

Résumé :

Un problème linéaire est dé�ni par une matri
e A 2 R

N�N

et un ve
teur b 2

R

N

; on 
her
he x 2 R

N

tel que Ax = b. L'entier N est l'ordre ou la taille de la

matri
e. Un problème aux moindres 
arrés est dé�ni par une matri
e A 2 R

N�M

et un ve
teur b 2 R

N

; on 
her
he x 2 R

M

qui minimise kAx� bk

2

.

Ce problème est au 
÷ur de nombreuses appli
ations s
ienti�ques : dis
rétisa-

tion d'équations aux dérivées partielles, linéarisation de problèmes non linéaires,

traitement d'images, et
.

Un problème non linéaire est dé�ni par une fon
tion F d'un domaine D de R

N

dans R

N

; on 
her
he à résoudre l'équation

u 2 R

N

; F (u) = 0:

Ce problème, très général, se pose après dis
rétisation d'équations di�érentielles

par des s
hémas impli
ites (voir module 3.1), après dis
rétisation d'équations aux

dérivées partielles non linéaires, et
.
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Le projet étudie prin
ipalement les méthodes itératives dites de Krylov pour

résoudre les systèmes linéaires. La re
her
he porte sur des méthodes permettant

d'a

élérer la 
onvergen
e. Dans le 
as non linéaire, le projet étudie les méthodes

itératives de linéarisation et leur 
ouplage ave
 la résolution des problèmes linéaires

induits.

3.2.1 Méthodes dire
tes pour les sytèmes linéaires

Si N est assez petit (N � 5000 environ), le système Ax = b se résout par une méthode

dire
te basée sur la fa
torisation de Gauss ave
 pivot PA = LU , où P est une matri
e de

permutation liée à la stratégie de pivot qui assure la stabilité numérique, L est triangulaire

inférieure et U est triangulaire supérieure. Cette méthode est pré
ise et stable numériquement

mais sa 
omplexité, mesurée par O(N

3

) opérations �ottantes et O(N

2

) variables �ottantes en

mémoire, est un frein à son utilisation pour N grand.

Pour réduire le 
oût mémoire, il faut alors exploiter la stru
ture 
reuse de la matri
e en

ne sto
kant que peu, voire pas, de 
oe�
ients nuls

[DER86℄

. Il existe de nombreux types de

sto
kage 
reux : bande, pro�l, 
ompressé par lignes, par 
olonnes, par diagonales, et
. Mais

la fa
torisation de Gauss induit du remplissage dans les fa
teurs L et U . Des te
hniques de

renumérotation ont pour obje
tif de limiter 
e remplissage : minimisation de la largeur de

bande ou du pro�l, degré minimum, et
. Dans le 
as symétrique où A = LL

T

, la 
omplexité

devient alors O(N � d

2

) opérations �ottantes et O(NZ(L)) variables �ottantes, où NZ(L)

est le nombre de 
oe�
ients non nuls dans le fa
teur L et d = NZ(L)=N est le nombre

moyen par ligne. Typiquement, NZ(L) = O(N

3=2

) pour une dis
rétisation de problèmes 2D et

NZ(L) = O(N

5=3

) pour des problèmes 3D. Une autre di�
ulté est de 
on
evoir une version

parallèle. Les méthodes multifrontales sont souvent e�
a
es. Il est aussi possible d'exploiter la

stru
ture 
reuse pour dégager un parallélisme intrinsèque à gros grain [6℄.

3.2.2 Méthodes itératives pour les systèmes linéaires

Pour N très grand (N � 10000 environ), le volume mémoire des méthodes dire
tes est

souvent prohibitif. De plus en plus, elles sont rempla
ées par des méthodes itératives. Les mé-

thodes stationnaires de type relaxation ont l'in
onvénient de 
onverger lentement et seulement

pour 
ertaines 
lasses de matri
es. Les méthodes de proje
tion sont plus générales et plus

robustes.

De plus, les méthodes de proje
tion sont intéressantes par
e que la matri
e A n'est utilisée

qu'à travers l'opérateur produit matri
e-ve
teur w = Av. Il est don
 possible d'utiliser un

sto
kage 
ompressé, voire de ne pas sto
ker A dans les méthodes "matrix-free", où le produit

matri
e-ve
teur est re
al
ulé ou appro
hé à 
haque o

uren
e. De plus, 
ette opération se

parallélise bien.

Dans 
ette famille, les méthodes de proje
tion de Krylov sont les plus étudiées a
tuellement

[DER86℄ I. Duff, A. Erisman, J. Reid, Dire
t Methods for Sparse Matri
es, Oxford S
ien
e Publi
ations,

1986.
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[Saa95b℄

. Elles sont dé�nies par le sous-espa
e de Krylov

K

m

(A; r

0

) = ve
tfr

0

; Ar

0

; : : : ; A

m�1

r

0

g;


onstruit itérativement, par une matri
e B souvent symétrique dé�nie positive et par deux


onditions : la 
ondition d'espa
e

x

m+1

� x

m

2 K

m

et la 
ondition de Petrov-Galerkin

(B(x� x

m

); v) = 0; 8v 2 K

m

:

Ces méthodes de Krylov sont polynomiales, en e�et

x� x

m

= R

m

(A)(x � x

0

)

où R

m

est un polyn�me de degré m. On en déduit qu'elles 
onvergent en au plus N itérations

mais l'obje
tif est d'obtenir une bonne approximation en beau
oup moins d'itérations. Si A est

diagonalisable sous la forme A = XDX

�1

ave
 D diagonale 
ontenant les valeurs propres de

A, alors R

m

(A) = XR

m

(D)X

�1

et il su�t d'étudier R

m

(D). Cette propriété permet de relier

les méthodes de Krylov aux outils mathématiques manipulant les polyn�mes.

Il faut distinguer, 
omme pour le 
as des méthodes dire
tes, les systèmes symétriques et

non symétriques.

Les systèmes symétriques sont les plus fa
iles à résoudre. Les méthodes de Krylov peuvent

dans 
e 
as 
onstruire K

m

et 
al
uler x

m+1

à l'aide de ré
urren
es 
ourtes, d'où une faible


omplexité. Si de plus A est dé�nie positive, la méthode du gradient 
onjugué permet d'allier

ré
urren
es 
ourtes et minimisation :

kx� x

m

k

A

� kx� x

0

+ vk

A

; 8v 2 K

m

:

Les systèmes non symétriques sont plus di�
iles à résoudre. Une appro
he possible est de

se ramener au 
as symétrique dé�ni positif en résolvant l'équation normale A

T

Ax = A

T

b ou

l'équation AA

T

(A

�T

x) = b. Cette solution est robuste mais 
oûteuse puisque 
haque itération

requiert à la fois le produit par A et par A

T

. Hormis 
ette méthode, il existe deux grandes


lasses de méthodes, soit ave
 ré
urren
es 
ourtes, soit ave
 minimisation, les deux propriétés

étant in
ompatibles i
i. La méthode gmres (Generalized Minimum Residual), qui est très

utilisée pour sa robustesse et son e�
a
ité, impose une propriété de minimisation

kr

m

k

2

= min

v2K

m

kr

0

�Avk

2

mais la 
onstru
tion de K

m

a une 
omplexité en O(mNZ(A) + m

2

N) opérations �ottantes

et O(NZ(A) +mN) variables �ottantes. Un moyen de limiter 
e 
oût est de redémarrer l'al-

gorithme toutes les m itérations, toutefois la 
onvergen
e n'est plus garantie. Le 
hoix du

paramètre m s'avère très déli
at.

[Saa95b℄ Y. Saad, Iterative methods for sparse linear systems, PWS publishing, 1995.
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3.2.3 A

élération de 
onvergen
e

Pour le gradient 
onjugué 
omme pour gmres, la vitesse de 
onvergen
e dépend des valeurs

propres de la matri
e (le spe
tre). Pré
onditionner la matri
e, 
'est-à-dire résoudre

M

1

AM

2

(M

�1

2

x) =M

1

b;

ave
 M

1

et M

2

inversibles, permet d'a

élérer la 
onvergen
e grâ
e à un spe
tre de M

1

AM

2

plus favorable

[Bru95℄

. Chaque itération est alors plus 
oûteuse puisqu'elle implique, outre le

produit Av, les produits M

1

v et M

2

v (il est bien sûr hors de question de sto
ker la matri
e

pleine M

1

AM

2

).

Le pré
onditionnement diagonal M

1

= D;M

2

= I a un 
oût faible en O(N) opérations

�ottantes et variables �ottantes. La parallélisation en est aisée mais l'e�
a
ité est parfois

réduite.

La fa
torisation in
omplète est dé�nie par

M

2

= I; M

1

= (L

1

U

1

)

�1

ave
 A = L

1

U

1

+R

et R 
hoisi impli
itement par le taux de remplissage dans L

1

et U

1

. Ce pré
onditionnement

est en général e�
a
e mais est en 
ontrepartie 
oûteux et peu parallèle (on retombe sur les

in
onvénients des méthodes dire
tes).

Les pré
onditionnements polynomiaux sont également assez 
oûteux, bien qu'ils soient

parallélisables puisque seul le produit w = Av intervient.

Une autre appro
he est un pré
onditionnement par dé�ation, dé�ni par

M

2

= I et M

1

= I � UU

T

+ U(U

T

AU)

�1

U

T

où U est une base orthonormée d'un sous-espa
e invariant (en pratique une approximation).

Des variantes peuvent être 
onstruites autour de la même idée. Si U est exa
tement invariant,

la matri
e pré
onditionnée restreinte à ve
t(U) est l'identité et son spe
tre sur ve
t(U)

?

est

le spe
tre de A privé des valeurs propres asso
iées à U , de sorte que le problème est ramené

à une résolution sur ve
t(U)

?

. Il faut don
 
hoisir U asso
ié aux petites valeurs propres qui

freinent la 
onvergen
e. L'approximation de U se fait grâ
e à des relations ave
 les méthodes

de Lan
zos et d'Arnoldi (voir module 3.3). Le produit w =M

1

v est basé sur des opérations de

type matri
e-ve
teur qui se parallélisent bien.

Augmenter l'espa
e des solutions, ave
 un sous-espa
e de Krylov 
al
ulé pré
édemment

ou une approximation d'un sous-espa
e invariant, est une autre a

élération possible, assez

similaire à la pré
édente. La 
omparaison entre le pré
onditionnement et l'appro
he de type

sous-espa
e augmenté est faite dans

[Saa95a℄

et dans [5℄.

En�n les méthodes par blo
s ont un e�et semblable au pré
édent et ont l'intérêt de re
ourir

à des opérateurs de type matri
e-ve
teur ou matri
e-matri
e.

[Bru95℄ A. Bruaset, A survey of pre
onditioned iterative methods, Pitman Resear
h Notes in Mathemati
s

Series, Longman S
ienti�
 and Te
hni
al, 1995.

[Saa95a℄ Y. Saad, � Analysis of Augmented Krylov subspa
e methods �, rapport de re
her
he n

o

176,

University of Minnesota, 1995.
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3.2.4 Problèmes non linéaires

La méthode de Newton est souvent utilisée pour résoudre le problème F (u) = 0. C'est une

méthode de linéarisation qui s'é
rit

u

k+1

= u

k

� J(u

k

)

�1

F (u

k

)

où J(u

k

) est le Ja
obien de F en u

k

. Les méthodes de type Newton modi�é utilisent un

Ja
obien appro
hé et les méthodes de type Newton-inexa
t résolvent de façon appro
hée le

système linéaire J(u

k

)x

k

= �F (u

k

)

[OR70℄

,

[DS83℄

.

Alors que la 
onvergen
e lo
ale de Newton est quadratique, don
 très rapide, 
elles de

Newton modi�é et Newton inexa
t sont linéaires, au mieux super-linéaires don
 plus lentes.

En revan
he, la 
omplexité par itération est en général moindre, 
e qui peut 
ompenser le plus

grand nombre d'itérations.

Les méthodes de Newton-Krylov, de type inexa
t, résolvent le système linéaire à l'aide

d'une méthode de proje
tion sur un espa
e de Krylov (voir se
tion 3.2.2). La di�
ulté réside

dans un bon 
hoix des 
ritères de 
onvergen
e et dans un pré
onditionnement e�
a
e (voir

se
tion 3.2.3). D'autre part, pour garantir la 
onvergen
e globale, il faut 
ombiner la méthode

de Newton, par exemple ave
 une te
hnique de �ba
ktra
king� ou de 
ontinuation.

3.3 Problèmes aux valeurs propres

Mots 
lés : valeur propre, valeur singulière, Lan
zos, Arnoldi, Davidson, pseudo-spe
tre,


onditionnement, intervalle, arithmétique d'intervalles.

Glossaire :

Davidson : Méthode de 
al
ul de valeurs propres adaptée aux grandes matri
es 
reuses

symétriques qui peut être vue 
omme une méthode de Lan
zos a

élérée à 
haque étape par un

pas d'une méthode de Newton inexa
te pour 
orriger l'estimation 
ourante du ve
teur propre.

Elle né
essite une matri
e de pré
onditionnement. La méthode peut se dé
liner en méthode de

Davidson ou de Ja
obi-Davidson.

Pseudo-spe
tre : Ensemble des valeurs propres de toutes les matri
es voisines d'une

matri
e donnée où le voisinage est dé�ni ave
 la norme eu
lidienne. Permet de 
onnaître la

sensibilité aux perturbations des valeurs propres d'une matri
e.

Conditionnement : quantité qui mesure le taux de variation d'un résultat en fon
tion de

l'amplitude des perturbations des données. Cette quantité dépend généralement des normes


hoisies. Lorsque la résolution du problème 
orrespond au 
al
ul d'une fon
tion di�érentiable,

le 
onditionnement est égal à la norme de la matri
e ja
obienne.

Arithmétique d'intervalles : l'arithmétique d'intervalles est une extension de l'arithmé-

tique 
lassique qui garantit l'en
adrement du résultat exa
t. En dimension n, un intervalle est

un parallélépipède re
tangle de 
�tés parallèles aux axes.

[OR70℄ J. Ortega, W. Rheinboldt, Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several Variables, Com-

puter s
ien
e and applied mathemati
s, A
ademi
 Press, 1970.

[DS83℄ J. E. Dennis, R. B. S
hnabel, Numeri
al Methods for Un
onstrained Optimization and Nonlinear

Equations, Prenti
e-Hall series in Computational Mathemati
s, 1983.
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Résumé : Le problème standard de valeur propre 
onsiste, pour une matri
e

A 2 R

N�N

donnée, à trouver tous les 
ouples

(�; x) 2 R�R

N

(ou seulement une partie d'entre eux) qui véri�ent :

Ax = �x:

Le problème généralisé est dé�ni par deux matri
es

A; B 2 R

N�N

et les 
ouples doivent alors véri�er :

Ax = �Bx:

L'amélioration des méthodes de 
al
ul de valeurs propres porte essentiellement sur

la re
her
he d'a

élérateurs de la 
onvergen
e à appliquer dans les méthodes ité-

ratives adaptées aux grandes matri
es 
reuses. Le projet travaille depuis plusieurs

années sur la méthode de Davidson pour le 
as des matri
es symétriques, méthode

qu'il adapte maintenant au 
al
ul des plus petites valeurs singulières de matri
es.

La mesure de la sensibilité des valeurs propres d'une matri
e aux perturbations

est un problème à résoudre lorsque l'on doit lo
aliser les valeurs propres d'une ma-

tri
e impré
isément 
onnue. On peut dé�nir l'ensemble des perturbations possibles

par la norme eu
lidienne des matri
es ou par des matri
es d'intervalles.

3.3.1 Méthodes de Davidson

On se pla
e dans le 
as du 
al
ul de quelques valeurs propres extrêmes d'une grande matri
e

symétrique A (ou hermitienne 
omplexe). La méthode de Davidson est une méthode de sous-

espa
e 
ar elle génère pas-à-pas un système orthonormé de ve
teurs V

m

sur lequel on projette

le problème initial a�n d'obtenir des approximations des valeurs et ve
teurs propres 
her
hés.

Soit (�; z) un 
ouple d'éléments propres de la matri
e H

m

= V

m

T

AV

m

, alors (�; x = V

m

z)

est une approximation d'un 
ouple d'éléments propres de A. Contrairement à la méthode de

référen
e Lan
zos, les sous-espa
es engendrés ne sont pas des sous-espa
es de Krylov (voir la

dé�nition dans 3.2), 
ar on in
orpore à 
haque pas une 
orre
tion du ve
teur x par un pro
édé

de Newton : on re
her
he y petit tel que y?x et x+y soit un ve
teur propre de A. En négligeant

les termes du deuxième ordre par rapport à kyk, on est ramené à résoudre

r = (�I �A)y

où r = Ax� �x et y?x

Les méthodes de Davidson 
onsistent à résoudre approximativement la première équation, soit

en remplaçant A par une matri
e M plus fa
ile à manipuler, soit en e�e
tuant quelques pas

d'une méthode de type gradient 
onjugué. Lorsque l'on résout dire
tement dans l'orthogonal
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de x, on obtient une méthode de type Ja
obi-Davidson. Le 
omportement de la méthode de

Davidson a été étudié dans [4℄ tandis que la méthode de Ja
obi-Davidson est dé
rite dans

[SVdV96℄

. Ces méthodes sont de nettes améliorations de la méthode de Lan
zos dans le 
as du


al
ul de valeurs propres de petites valeurs absolues. C'est pourquoi le projet les a 
onsidérées

pour 
al
uler les plus petites valeurs singulières d'une grande matri
e en les appliquant à la

matri
e A

T

A [7℄.

3.3.2 Pseudo-spe
tres

Dans de nombreuses appli
ations, les valeurs propres d'une matri
e sont 
al
ulées a�n de

dé
ider si tout le spe
tre est ou non in
lus dans une partie donnée du plan 
omplexe (demi-plan

des 
omplexes à partie réelle négative, disque unité, et
.) Malheureusement, la matri
e n'est

dé�nie qu'à une pré
ision donnée (au maximum la pré
ision de l'arithmétique �ottante) et le


onditionnement de 
ertaines valeurs propres peut être assez élevé pour que le résultat ne soit

pas sûr. On ne désire don
 pas 
al
uler les valeurs propres d'une unique matri
e mais plut�t

en déterminer les zones de variation lorsque la matri
e varie dans un voisinage donné de la

matri
e initiale. On 
onsidère i
i le 
as où le voisinage est dé�ni ave
 la norme eu
lidienne mais

il peut aussi être dé�ni par une matri
e d'intervalles (voir se
tion 3.3.3).

La notion de pseudo-spe
tre a été introduite simultanément mais de manière indépendante

par Godunov

[GKK91℄

et Trefethen

[Tre91℄

. Pour une matri
e A et un paramètre de pré
ision �

donnés, le pseudo-spe
tre �

�

(A) est l'ensemble des valeurs propres de toutes les matri
es A+�

où k�k � �kAk. Sa 
ara
térisation repose sur l'équivalen
e :

� 2 �

�

(A), �

min

(A� �I) � �kAk

où �

min

représente la plus petite des valeurs singulières. Les pseudo-spe
tres sont représentés

dans le portrait spe
tral de la matri
e par des lignes de niveaux 
orrespondant à di�érentes

valeurs de �. La 
onstru
tion de 
es objets se fait habituellement par le 
al
ul de �

min

(A��I)

pour � par
ourant une grille dé�nie dans le plan 
omplexe. Comme 
ette appro
he est 
oûteuse

en volume de 
al
ul et non totalement �able, on re
her
he a
tuellement des méthodes de


ontinuation qui permettent de suivre dire
tement les lignes de niveaux. Dans tous les 
as,


es méthodes reposent sur une utilisation massive du 
al
ul de la plus petite valeur singulière

d'une matri
e 
omplexe, 
al
ul pour lequel le projet a développé des algorithmes parallèles.

3.3.3 Matri
e d'intervalles

Lorsque les données d'un problème sont impré
ises, elles sont dé�nies par des intervalles. La

première solution qui 
onsiste en une appli
ation dire
te de l'arithmétique d'intervalles 
onduit

[SVdV96℄ G. L. G. Sleijpen, H. A. Van der Vorst, � A Ja
obi-Davidson iteration method for linear

eigenvalue problems �, SIAM J. Matrix Anal. Appl. 17, 1996.

[GKK91℄ S. K. Godunov, O. P. Kiriljuk, V. I. Kostin, � Spe
tral portrait of matri
es and 
riteria of spe
-

trum di
hotomy �, in : Computer arithmeti
 and en
losure methods, J. Herzberger, L. Athanassova

(éditeurs), 1991.

[Tre91℄ L. N. Trefethen, � Pseudospe
tra of matri
es �, in : Numeri
al Analysis, D. F. Gri�ths, G. A.

Watson (éditeurs), Longman S
ienti�
 abnd Te
hni
al, 1991.
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à une très large surestimation de l'intervalle résultat, due à la dé
orrélation des 
al
uls et à

l'e�et enveloppant d'un ensemble par un intervalle. Pour traiter 
es problèmes, deux grandes


lasses de méthodes ont don
 été développées

[Her94℄

:

� les méthodes itératives : elles 
onsistent à se ramener à des problèmes de type point

�xe : si une fon
tion 
ontinue f véri�e f(I) � I où I est un 
ompa
t 
onvexe de R

N

alors

l'équation f(x) = x a au moins une solution dans I. Ces méthodes né
essitent habituellement

un pré
onditionnement du système, 
e qui produit souvent un intervalle résultat surestimé.

� les méthodes dire
tes : elles utilisent la stru
ture parti
ulière d'un problème pour ob-

tenir une résolution exa
te. Elles né
essitent souvent des 
onditions d'appli
ation très stri
tes,

telles que des 
onditions de signe sur les ve
teurs manipulés.

Les méthodes que nous avons développées les années pré
édentes se situent dans une 
a-

tégorie intermédiaire. Elles 
onsistent à obtenir une des
ription de l'ensemble résultat sous

la forme d'une 
ondition né
essaire et su�sante qui ne fasse pas intervenir d'intervalles ; par


ontre la 
ondition fait intervenir des valeurs absolues et des non linéarités dont on se débar-

rasse en l'a�aiblissant. Nous obtenons alors une approximation du résultat (un sur-ensemble

ou un sous-ensemble, selon les 
as) sous la forme d'un polyèdre 
onvexe.

La méthode étudiée 
ette année pour la signature d'une matri
e est une méthode du type

itératif.

4 Domaines d'appli
ations

4.1 Panorama

Mots 
lés : 
al
ul s
ienti�que, simulation, environnement, pollution,

télé
ommuni
ations, transport.

Résumé : Les thèmes de re
her
he du projet Aladin s'ins
rivent en aval de nom-

breux 
hamps d'étude. Les domaines d'appli
ation sont don
 très variés et très nom-

breux. Nous avons 
hoisi ré
emment de nous investir plus parti
ulièrement dans le

domaine de l'environnement, que nous développons 
i-dessous. Dans 
e bref pano-

rama, nous 
itons les domaines des télé
ommuni
ations et du transport où le projet

a également obtenu des résultats 
es dernières années.

4.1.1 Télé
ommuni
ations

Les réseaux d'automates sto
hastiques (RAS) 
onstituent un outil performant pour modé-

liser des réseaux à haut débit 
omme par exemple les réseaux ATM. En modélisant le 
om-

portement de 
haque automate par un pro
essus markovien, le générateur global s'exprime à

l'aide d'une algèbre tensorielle. Nous développons des algorithmes parallèles performants pour

les opérations en jeu. Ce travail a démarré dans le 
adre d'un a

ord NSF et s'est poursuivi

en 
ollaboration ave
 le projet Armor.

[Her94℄ in : Topi
s in Validated Computations, J. Herzberger (éditeur), Studies in Computational Mathema-

ti
s, North-Holland, 1994.
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4.1.2 Transport

Les matériaux 
omposites, de type élastomères renfor
és, sont de plus en plus utilisés dans

les industries automobile, spatiale, aéronautique, ferroviaire, et
. Il apparaît né
essaire de 
a-

ra
tériser le 
omportement mé
anique de 
es matériaux. Le projet a 
ontribué à la simulation

numérique de 
es problèmes mé
aniques à l'aide de méthodes d'homogénéisation. Nous 
olla-

borons ave
 l'université de Lille sur 
e sujet (M. Brieu) [14℄.

4.2 Environnement

4.2.1 Imagerie sismique sous-marine

L'imagerie sismique permet de réaliser une analyse des fonds sous-marins. Elle doit s'ef-

fe
tuer à très haute résolution pour atteindre des obje
tifs géote
hniques tels que la déte
tion

de dé
hets polluants. Dans le 
adre d'une 
oopération ave
 Ifremer, le projet parti
ipe au dé-

veloppement d'un logi
iel performant. Nous étudions la méthode de migration en profondeur

avant sommation pour lo
aliser la profondeur des é
hos.

4.2.2 É
oulement et transport de solutés en milieu poreux ou fra
turé

L'étude des phénomènes de di�usion et de dispersion dans les nappes phréatiques est fon-

damentale pour la gestion des ressour
es en eau, pour l'exploitation de la géothermie, pour

l'analyse de la 
ontamination par des polluants, et
. Le projet 
oopère ave
 le département

de Géos
ien
es de l'université de Rennes 1 et ave
 l'Institut de Mé
anique des Fluides et des

Solides de l'université de Strasbourg. Les travaux portent sur la modélisation et la simulation

des phénomènes de di�usion et de dispersion dans un réseau souterrain de failles ou dans un

milieu poreux.

4.2.3 Érosion 
�tière

Une 
ollaboration ave
 l'ENIT de Tunis et le projet IDOPT a pour objet la simulation des

phénomènes d'érosion le long de la 
�te tunisienne.

5 Logi
iels

5.1 A
tivité logi
ielle du projet

La plupart des algorithmes numériques 
onçus par le projet font l'objet d'un développement

logi
iel. Les algorithmes parallèles sont programmés sur des 
al
ulateurs multipro
esseurs, à

mémoire partagée ou distribuée. En général, seule une version prototype est réalisée. Ces

prototypes, é
rits en utilisant le système de 
al
ul numérique Matlab ou en langage de pro-

grammation Fortran, servent à illustrer expérimentalement les performan
es des algorithmes :

temps de 
al
ul, pla
e mémoire, pré
ision du résultat, et
. Les tests portent sur des problèmes

a
adémiques, ou des problèmes appli
atifs issus de 
ollaborations, ou des problèmes fournis

dans le 
adre d'études 
ontra
tuelles.
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5.2 Résolution de systèmes di�érentiels

Parti
ipant : Philippe Chartier [
orrespondant℄.

A
tuellement, deux logi
iels sont déposés à l'app et sont disponibles sur site ftp : Radau5m

et ps63 (http://www.irisa.fr/aladin/bibli/
odes.html).

Le 
ode Radau5m est un solveur numérique dérivé du 
ode Radau5 de l'université de

Genève. La modi�
ation 
on
erne les systèmes algébro-di�érentiels de Hessenberg d'indi
e 2

(voir se
tion 3.1.2).

Le 
ode ps63 est une méthode de Runge-Kutta expli
ite d'ordre 3 et d'ordre pseudo-

symple
tique 6. Cette méthode est destinée à la résolution de systèmes hamiltoniens (voir

se
tion 3.1.3).

5.3 SCILIN : résolution itérative de systèmes linéaires ave
 SCILAB

Parti
ipants : Édouard Canot, Frédéri
 Guyomar
'h, Emeri
 Martin, Bernard Philippe

[
orrespondant℄.

Résumé : SCILIN est une boîte à outils pour la résolution de grands systèmes

linéaires 
reux dans l'environnement SCILAB (logi
iel développé par le projet Meta-

lau). SCILIN intègre les méthodes itératives 
lassiques de résolution, la 
onstru
tion

de pré
onditionnements à partir des fa
torisations in
omplètes et la génération de

matri
es 
reuses.

Le noyau de l'environnement SCILAB permet de manipuler des matri
es de type 
reux et de

les fa
toriser pour permettre la résolution dire
te de systèmes linéaires. La boîte à outils SCILIN

in
orpore toutes les méthodes itératives 
lassiques de résolution (Ja
obi, SOR, CG, GMRES,

BiCG, et
.) Le module 
orrespondant a été réalisé en prenant pour base l'ensemble templates

du site Netlib. Le 
ode initial, é
rit en MATLAB, a été adapté pour permettre l'appel ave
 un

nombre variable de paramètres et pour permettre la dé�nition de la multipli
ation matri
e -

ve
teur ou de pré
onditionnements par une fon
tion au lieu d'une matri
e.

SCILIN in
orpore aussi un module de pré
onditionnements 
onstruits par des fa
torisations

in
omplètes. Le travail a 
onsisté i
i à dé�nir une interfa
e en C à la bibliothèque SPARSKIT

développée en FORTRAN par Y. Saad à l'université de Minneapolis.

En�n, un troisième module permet de disposer de matri
es 
reuses de test. D'une part, des

fon
tions de le
ture et d'é
riture ont été dé�nies pour interfa
er la bibliothèque MatrixMarket

de matri
es 
reuses. D'autre part, des pro
édures de SPARSKIT ont été interfa
ées.

Le 
ode a été réalisé dans le 
adre de l'a

ueil d'Emeri
 Martin, en tant qu'ingénieur asso
ié.

SCILIN est disponible à l'adresse http://www.irisa.fr/aladin/
odes/SCILIN/.

Il doit être intégré dans une pro
haine version du noyau de SCILAB.

5.4 PPAT : suivi de lignes de niveaux et 
al
ul de pseudo-spe
tres

Parti
ipants : Dany Mezher, Bernard Philippe [
orrespondant℄.
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Résumé : PPAT signi�e Parallel PATh following software. C'est un logi
iel qui

permet de suivre le 
ontour de lignes de niveaux d'une fon
tion de C dans R

+

sur un réseau de stations de travail. La version a
tuelle est spé
ialisée pour la

détermination de pseudospe
tres. Le logi
iel repose sur des bibliothèques du domaine

publi
. Il a été réalisé en 
ommun entre l'université Saint-Joseph de Beyrouth et le

projet Aladin.

Le logi
iel PPAT utilise l'algorithme de suivi de lignes de niveaux développé par le projet

Aladin. Il est appliqué au 
al
ul de la limite du pseudo-spe
tre d'une matri
e de grande taille.

Voir se
tion 6.3.1.

L'algorithme est parfaitement �able : il peut dépasser les singularités éventuelles de la

ligne sans di�
ultés et il o�re une garantie de terminaison même en présen
e d'erreurs d'ar-

rondi. Son organisation en tâ
hes quasiment indépendantes o�re une grande granularité pour

le parallélisme, permettant d'atteindre de bonnes a

élérations sur des ar
hite
tures parallèles.

L'outil permet de tra
er plusieurs lignes de niveau indépendamment et peut aussi segmenter

une ligne de niveau en un ensemble de tran
hes 
al
ulées simultanément, 
e qui augmente le

degré de parallélisme. L'utilisateur utilise une interfa
e graphique pour piloter l'appli
ation ;


ette interfa
e intègre toutes les fon
tionnalités graphiques et de 
ontr�le né
essaires au 
al
ul

et au tra
é du pseudo-spe
tre.

L'appli
ation a été développée pour le 
al
ul de pseudo-spe
tres mais elle peut servir,

moyennant de faibles modi�
ations, à tra
er les lignes de niveau de toute fon
tion 
ontinue de

C dans R

+

.

Le logi
iel est disponible à l'adresse http://www.irisa.fr/aladin/
odes/PAT/.

5.5 Atelier Aquarels pour la qualité numérique

Parti
ipants : Jo
elyne Erhel [
orrespondant℄, Bernard Philippe.

Aquarels signi�e �atelier de qualité numérique pour la réalisation de logi
iels s
ienti�ques�.

Ce logi
iel englobe dans une même stru
ture d'a

ueil de type atelier divers outils pour 
ontr�-

ler la pré
ision de logi
iels s
ienti�ques. L'atelier, qui a été 
onçu prin
ipalement par le projet

Aladin, a été développé par la so
iété Simulog, ave
 un �nan
ement du 
nes, du 
ea et de la

dga. L'atelier est di�usé par Simulog, qui assure également la do
umentation et la maintenan
e

du logi
iel. Des exemples d'utilisation sont dé
rits dans [13℄.

6 Résultats nouveaux

6.1 Équations di�érentielles ordinaires ou algébriques

Résumé : L'appli
ation des méthodes DIMSIM (voir 3.1.1) aux systèmes algébro-

di�érentiels est en 
ours d'analyse. Par ailleurs, une nouvelle te
hnique de proje
-

tion, dite de �post-proje
tion� a été introduite et analysée l'an passé. Son extension

au 
as de l'indi
e trois pose des di�
ultés théoriques importantes. Le 
as de la

proje
tion symétrique est désormais �nalisé. En�n, la 
ollaboration ave
 l'a
tion



20 Rapport d'a
tivité INRIA 2001

Sydo
o sur la résolution numériques des équations d'Hamilton-Ja
obi s'est poursui-

vie.

6.1.1 Méthodes générales linéaires

Parti
ipant : Philippe Chartier.

La 
ollaboration ave
 J.C. But
her de l'université d'Au
kland a été poursuivie. Nous avons


ontinué notre travail sur l'appli
ation des méthodesDimsim aux systèmes algébro-di�érentiels.

Il est 
onnu depuis longtemps, et des travaux antérieurs le démontrent, que les méthodes

Dimsim sont parfaitement adaptées à 
e type de système. L'obje
tif de notre étude est de

dé�nir et d'estimer l'erreur lo
ale, qui est de nature di�érente de 
elle des systèmes purement

di�érentiels, a�n de rendre 
es te
hniques appli
ables. L'e�ort s'est porté 
ette année sur les

méthodes dites de types 2 et 4, 
'est-à-dire destinées aux systèmes di�érentiels ordinaires raides

et aux équations algébro-di�érentielles. En parti
ulier, il s'est agi d'analyser l'erreur lo
ale (i.e.

l'erreur 
ommise à 
haque pas d'intégration) 
orrespondant à de tels systèmes et de 
onstruire

des estimateurs appropriés. Ce travail, 
ommen
é l'an passé, est toujours en 
ours.

6.1.2 Méthodes pseudo-symétriques

Parti
ipants : Philippe Chartier, Mi
hel Crouzeix.

Éri
 Lap�tre ayant mis un terme à sa thèse avant sa soutenan
e, le travail entrepris sur les

méthodes pseudo-symétriques a été interrompu. L'ensemble des travaux e�e
tués a 
ependant

donné lieu à un rapport INRIA en 
ours de publi
ation.

6.1.3 Approximation des équations d'Hamilton-Ja
obi

Parti
ipant : Philippe Chartier.

Les équations d'Hamilton-Ja
obi pour un problème de 
ontr�le optimal où les variables

d'état sont régies par une équation di�érentielle ordinaire ont été étudiées depuis de nombreuses

années. En 
ollaboration ave
 Frédéri
 Bonnans et Housnaa Zidani (a
tion Sydo
o), nous

avons étudié l'appli
ation de s
hémas adaptés au 
as où les variables d'état sont régies par des

équations algébro-di�érentielles. Ce travail fait l'objet d'un arti
le soumis et disponible sous

forme de rapport INRIA [29℄.

6.1.4 Méthodes post-projetées pour les équations algébro-di�érentielles

d'indi
es 2 et 3

Parti
ipant : Philippe Chartier.

Si l'étape de proje
tion, supposée être appliquée à 
haque pas, est repoussée à la �n de

l'intervalle d'intégration, ou n'est e�e
tuée que lorsque qu'une approximation est exigée, on

parle alors de méthode �post-projetée�. En 
ollaboration ave
 R.P.K. Chan de l'université

d'Au
kland et A. Murua de l'université du Pays Basque, nous avons pu montrer que l'ordre

de 
onvergen
e de 
es méthodes est en général identique à 
elui observé pour les méthodes
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projetées 
orrespondantes [15℄. Ce résultat, a priori surprenant, n'est pas d'un intérêt uni-

quement théorique. Lorsque que le système est en outre réversible, il est naturel de re
ourir

à une méthode symétrique, a�n de préserver les invariants géométriques du problème. Cette

exigen
e est in
ompatible ave
 la te
hnique de proje
tion 
lassique, qui détruit la symétrie ou

la symple
ti
ité de la méthode sous-ja
ente. Il n'en est pas de même pour la post-proje
tion.

Une te
hnique alternative, dite de �proje
tion symétrique�, dé�nie par E. Hairer dans le 
as

des équations di�érentielles ave
 invariants, a été également étudiée. Ces di�érentes te
hniques

sont maintenant étudiées dans le 
as des équations algébro-di�érentielles d'indi
e 3.

6.1.5 Invariants numériques d'une méthode de Runge-Kutta

Parti
ipant : Philippe Chartier.

En tentant d'interpréter géométriquement le résultat de 
onvergen
e, nous avons obtenu

l'existen
e d'un �invariant� numérique pro
he de la variété des 
ontraintes. De même que

la solution exa
te vit sur la variété exa
te des 
ontraintes, l'approximation fournie par une

méthode de Runge-Kutta vit sur une variété di�érentielle dont on peut démontrer l'existen
e

et l'uni
ité pour les méthodes stri
tement stables et dont on doit se 
ontenter de donner un

développement formel dans le 
as des méthodes symétriques. Lorsque le système est réversible

en temps, on peut alors e�e
tuer une analyse rétrograde et valider les observations 
on
ernant le


omportement linéaire de l'erreur globale pour les systèmes réversibles. La prin
ipale di�
ulté

réside dans l'impossibilité d'obtenir un développement de l'invariant 
onvergent. Il faut don


tronquer 
e développement de manière �optimale�. Ces travaux sont e�e
tués en 
ollaboration

ave
 A. Murua et R. Chan.

6.2 Problèmes linéaires et non linéaires

Résumé : Nous avons poursuivi l'étude sur la régularisation de problèmes aux

moindres 
arrés mal 
onditionnés. Nous avons démarré une étude sur les problèmes

inverses en éle
tro
ardiographie. Nous avons poursuivi la 
on
eption d'algorithmes

�ables pour la simulation d'un é
oulement en milieu poreux. Nous avons démarré

la 
on
eption d'algorithmes �ables pour la simulation des phénomènes de di�usion

et de dispersion en milieu poreux.

6.2.1 Régularisation de systèmes mal 
onditionnés

Parti
ipants : Jo
elyne Erhel, Frédéri
 Guyomar
'h.

En 
ollaboration ave
 Y. Saad de l'université de Minneapolis, nous avons poursuivi l'étude

sur la résolution de problèmes aux moindres 
arrés mal 
onditionnés

min

x

kAx� bk

qui se ren
ontrent dans les problèmes d'analyse de séquen
es d'images, dans les problèmes

inverses, et
. Les méthodes usuelles de dé
omposition tronquée en valeurs singulières (tsvd)
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et de régularisation de Ty
honov

min

x

kAx� bk+ �kDxk:

se traduisent par une fon
tion �ltre appliquée aux valeurs singulières de A. Nous avons dé�ni

une nouvelle fon
tion �ltre et une nouvelle méthode de résolution polynomiale asso
iée à 
e

�ltre. Cette méthode est basée sur la dé�nition d'un produit s
alaire et la 
onstru
tion d'une

base orthonormée de polyn�mes.

Ce travail a été présenté à une 
onféren
e, il est rédigé et soumis. [30, 24℄.

6.2.2 Problèmes inverses en éle
tro
ardiographie

Parti
ipants : Édouard Canot, Jo
elyne Erhel.

Les biosignaux re
ueillis à la surfa
e du 
orps sont une proje
tion de l'a
tivité éle
trique

du mus
le 
ardiaque à travers les tissus de propagation (poumons, os, mus
les, ..). Cette

proje
tion est atténuée ou lissée, 
'est-à-dire de faible résolution par rapport aux potentiels

épi
ardiques. L'obje
tif général des problèmes inverses est d'extraire au mieux l'information

obtenue à partir de 
apteurs de surfa
e a�n de re
onstruire les événements éle
triques en

profondeur. Nous avons démarré une étude pour résoudre 
e type de problème inverse par des

méthodes de régularisation.

Nous avons 
hoisi de représenter l'a
tivité éle
trique 
ardiaque par une modélisation du

potentiel épi
ardique, dé�ni par une fon
tion FC(x; t). Le modèle dé�nit les lois de propagation

du potentiel éle
trique ave
 des 
onditions aux limites sur l'épi
arde et le thorax. Le problème

inverse 
onsiste à 
al
uler le potentiel FC(x; t) à partir de mesures du potentiel à la surfa
e

du thorax, modélisées par la fon
tion FT (x; t).

Pour simpli�er le démarrage de l'étude, nous avons 
onsidéré un milieu homogène et iso-

trope. Par ailleurs, il est li
ite de 
onsidérer une propagation instantannée des signaux éle
-

triques à travers les tissus, par
e que le temps 
ara
téristique de l'a
tivité 
ardiaque (de l'ordre

de la se
onde) est très grand devant le temps 
ara
téristique que met l'onde éle
tromagnétique

à par
ourir la distan
e 
÷ur-thorax. La répartition éle
trostatique du potentiel étant gérée par

une équation de Lapla
e, il est naturel de s'orienter vers la méthode des intégrales de frontières,

qui permet de ne mailler que le 
ontour du domaine de 
al
ul. Une dis
rétisation linéaire par

mor
eaux (ordre 1) a été 
hoisie.

À 
haque instant t, le problème dis
rétisé en espa
e s'é
rit sous la forme

Ax(t) = B(y(t) + e(t));

où x(t) est le potentiel épi
ardique re
her
hé, y(t) est la mesure du potentiel thora
ique, e(t)

est l'erreur dans la mesure, A et B sont des matri
es issues de la dis
rétisation d'intégrales sur

les frontières épi
arde et thorax.

Nous avons 
onsidéré le problème simpli�é min

x(t)

kAx(t)�z(t)k, que nous avons résolu en


haque instant t par la méthode de régularisation TSVD (Trun
ated Singular Value De
om-

position).
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Ce travail a fait l'objet du stage de DEA de Mohamed Hayek. La régularisation en espa
e

est e�
a
e (pour un instant donné), mais la re
onstru
tion temporelle en 
haque point reste

sujette à des os
illations.

Nous avons ensuite 
onsidéré une régularisation temporelle, proposée dans l'arti
le

[GH98℄

.

Cette fois, la re
onstru
tion temporelle est nettement améliorée. Ce travail a fait l'objet du

stage de magistère de Erwan Deriaz.

Nous poursuivons 
ette étude en 
onsidérant le 
as généralisé (matri
e B). Ce travail se

fait en 
ollaboration ave
 Erri
os Kontoghiorghes, de l'université de Neu
hâtel, Suisse.

6.2.3 Simulation d'un é
oulement et du transport de solutés en milieu poreux

Parti
ipants : Édouard Canot, Jo
elyne Erhel, Hussein Hoteit, Bernard Philippe.

La modélisation numérique est un outil essentiel dans la gestion des eaux souterraines, la

prévision de la propagation des polluants, et
. Nous avons poursuivi notre 
ollaboration ave


l'Institut de Mé
anique des Fluides et des Solides (imfs) de l'université de Strasbourg sur


e thème. L'imfs a mis au point un logi
iel simulant l'é
oulement et la dispersion en milieu

poreux. Notre obje
tif est d'améliorer à la fois la pré
ision et la rapidité de 
e logi
iel a�n

d'aborder des simulations 
omplexes et tridimensionnelles.

La simulation de l'é
oulement est fondée sur une dis
rétisation de l'espa
e par une méthode

d'éléments �nis mixtes, qui garantit un 
al
ul pré
is du 
hamp de vitesse.

Dans un premier temps, nous avons montré que le prin
ipe du maximum n'est pas 
onservé,


e qui induit sous 
ertaines hypothèses un résultat de 
al
ul ave
 des pressions négatives. Cet

e�et est indépendant de l'intégrateur en temps 
hoisi. Nous avons proposé di�érentes méthodes

numériques pour remédier à 
ette di�
ulté. Ce travail a été présenté à une 
onféren
e, il est

rédigé et soumis. [32, 26℄.

Dans un deuxième temps, nous avons 
omparé la qualité numérique de deux versions ma-

thématiquement équivalentes de la méthode des éléments �nis mixtes : la version 
lassique et

la version hybride. Nous avons montré que, dans le 
as d'une triangulation irrégulière du do-

maine, la méthode hybride peut in
lure des 
al
uls très mal 
onditionnés alors que la méthode


lassique ne sou�re pas de 
et in
onvénient. Nous avons aussi montré que le 
onditionnement

des deux méthodes dépend linéairement du rapport entre les valeurs extrémales de la perméa-

bilité du milieu. Nous visons maintenant, pour un terrain donné, à déterminer un maillage et

une approximation qui tiennent 
ompte des hétérogénéités du milieu. Ce travail a été présenté

à une 
onféren
e, il est rédigé et soumis. [31, 25℄.

Nous disposons maintenant d'un logi
iel �able pour le 
al
ul de l'é
oulement. Dans la

partie suivante de notre travail, nous avons étudié le problème de transport de polluants en

milieux poreux. Ce problème est modélisé par une équation de 
onve
tion-dispersion. Dans


ette équation �gure la vitesse de l'é
oulement qui est 
al
ulée au préalable.

Quand le terme 
onve
tif est prédominant, les méthodes 
lassiques introduisent des os
illa-

tions ou de la di�usion numérique. Une des appro
hes utilisées pour la résolution de 
e problème

est de dé
omposer les opérateurs di�érentiels et d'utiliser des dis
rétisations distin
tes. Nous

[GH98℄ F. Greensite, G. Huiskamp, � An Improved Method for Estimating Epi
ardial Potentials from

the Body Surfa
e �, IEEE Transa
tions on Biomedi
al Engineering 45, 1, 1998, p. 98�104.
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avons 
hoisi de dis
rétiser le terme 
onve
tif et le terme dispersif par les méthodes des éléments

�nis dis
ontinus et mixtes (ou mixtes hybrides), respe
tivement.

Les éléments �nis dis
ontinus sont 
ouplés à un s
héma de limitation de pente. Nous

avons 
onçu un algorithme e�
a
e du 
al
ul des limiteurs, basé sur l'algorithme général des


ontraintes a
tives (voir par exemple

[Bjö96℄

, page 198).

Nous avons appliqué notre logi
iel de 
onve
tion-dispersion aux simulations proposées par

l'ANDRA dans le 
adre des exer
i
es Couplex (http://www.andra.fr/fr/a
tu/ar
hi-0030.

htm). Voir se
tion 7.1.1.

6.3 Problèmes aux valeurs propres

Résumé : Les re
her
hes d'outils pour un 
al
ul �able de valeurs propres se pour-

suivent par la dé�nition de nouveaux algorithmes et logi
iels pour la prise en 
ompte

de données impré
ises. Dans le 
as où la matri
e dé�nissant le problème aux va-

leurs propres est une matri
e d'intervalles, il est né
essaire de dé�nir des méthodes

qui 
onstruisent un en
adrement de tous les résultats possibles. Une étude a été

aussi menée sur le 
al
ul des éléments propres d'un opérateur de S
hrödinger en

dimension in�nie.

6.3.1 Cal
ul des pseudo-spe
tres d'une matri
e

Parti
ipants : Dany Mezher, Bernard Philippe.

Nous avons terminé le travail pour déterminer une ligne de niveau de la norme de la

résolvante d'une matri
e. Nous avons 
onçu un algorithme �able qui suit les lignes de niveaux

malgré la ren
ontre éventuelle de points anguleux. L'algorithme est fondé sur un pro
édé de

bisse
tion appliqué en des points d'un maillage du plan 
omplexe par des triangles équilatéraux

[9, 16℄. Etant donné le 
oût élevé des 
al
uls né
essaires à la 
onstru
tion d'une ligne de

niveau, la parallélisation a été menée. L'ar
hite
ture 
iblée est un ensemble de PCs 
onne
tés

par un réseau 
lassique. Les performan
es obtenues sont ex
ellentes grâ
e à un re
ouvrement

e�
a
e des 
ommuni
ations par les 
al
uls [17℄. Une interfa
e graphique permet de piloter la


onstru
tion de la 
ourbe et son a�
hage [27℄.

Le logi
iel PPAT implémente l'algorithme de suivi de lignes de niveaux, appliqué au 
al
ul

des pseudo-spe
tres d'une matri
e. Il s'agit d'une version parallèle, ave
 une interfa
e homme-

ma
hine. Voir se
tion 5.4.

L'évaluation de la fon
tion en 
haque point où elle est invoquée provoque le 
al
ul de la

plus petite valeur singulière d'une matri
e. Lorsque la matri
e peut être sto
kée 
omme une

matri
e pleine, l'algorithme est 
elui de la dé
omposition aux valeurs singulières (SVD), mais

lorsque la matri
e n'est 
onnue que 
omme un opérateur (matri
e 
reuse ou programme),

on a re
ours aux méthodes itératives. Nous 
omparons a
tuellement di�érentes versions des

méthodes de Lan
zos, de Davidson et de Minimisation de la Tra
e. Ces méthodes permettent

par exemple de 
al
uler la plus petite valeur singulière d'une matri
e 
omplexe d'ordre 3� 10

4

et de 
onditionnement 10

4

.

[Bjö96℄ A. Björ
k, Numeri
al methods for least-squares problems, SIAM, 1996.
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6.3.2 Signature d'une matri
e symétrique

Parti
ipant : Bernard Philippe.

Pour déterminer la signature d'une matri
e d'intervalles, une appro
he de fa
torisation

LDL

T

fondée sur l'algorithme de Bun
h et Kaufmann, a été adaptée aux intervalles. L'itération

qui permet d'obtenir l'in
lusion prouvant l'en
adrement de la diagonale (
elle qui donne la

signature de la matri
e) est fondée sur une méthode de Newton (itération de Kraw
zyk). Le

programme, é
rit en Matlab ave
 le module de la bibliothèque d'arithmétique d'intervalles

développé par S. Rump à l'université de Hambourg, a été 
omplété.

Ce travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 E. Kamgnia, de l'université de Yaoundé,

Cameroun.

6.3.3 Cal
ul des valeurs propres d'un opérateur de dimension in�nie

Parti
ipants : Philippe Chartier, Bernard Philippe.

Ce travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 George Moustakides, du projet Sigma2.

Le laboratoire SIMPA de l'université de Rennes 1, spé
ialisé en physique quantique, nous

a proposé de déterminer les valeurs propres d'un opérateur de S
hrödinger pour une situation

parti
ulière. Il s'agit d'un opérateur de dimension in�nie, 
ara
térisé par une matri
e in�nie

tridiagonale par blo
s, dé�nie par sa k-ème ligne de blo
s

[A D + krI A

T

℄ (2)

où k 2 Z.

Nous avons don
 dé�ni un algorithme pour 
al
uler les valeurs propres de 
et opérateur.

Pour 
al
uler l'ensemble des éléments propres, nous avons rempla
é, à l'aide d'une transfor-

mation de Fourier, les ré
urren
es sous-ja
entes, par une équation di�érentielle sur des blo
s.

Nous avons ensuite 
hoisi les intégrateurs les plus e�
a
es qui 
onservent la propriété unitaire

du �ot à déterminer.

Ce travail a été présenté au workshop du groupe de travail ERCIM �matrix 
omputations

and statisti
s� (voir se
tion 7.2.1). Il est en 
ours de réda
tion.

6.4 Suivi d'interfa
es �uides par la méthode des intégrales de frontières

Résumé :

Pour 
ertains 
as d'é
oulements �uides (peu visqueux ou impulsionnels), on

peut 
onsidérer l'é
oulement 
omme étant irrotationnel, 
'est-à-dire dérivant d'un

potentiel. Par la deuxième formule de Green, on est ramené à une équation intégrale

sur le 
ontour du domaine. L'avantage est immédiat pour les problèmes impliquant

un domaine s'étendant à l'in�ni, puisqu'on n'a besoin de mailler que la frontière

du domaine de 
al
ul.

Par ailleurs, une méthode Lagrangienne (suivi de marqueurs atta
hé à une in-

terfa
e) permet de suivre l'évolution temporelle d'une surfa
e libre. Cette appro
he,
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alternant méthode Eulérienne et Lagrangienne a donné lieu à de nombreuses appli-


ations. Son prin
ipal avantage est la pré
ision de la représentation de la position

de l'interfa
e. Il reste néammoins des problèmes liés, entre autres, à la stabilité des

s
hémas temporels (habituellement de type Runge-Kutta).

6.4.1 Rebond d'une bulle de gaz sur une paroi solide

Parti
ipant : Édouard Canot.

Ce travail est e�e
tué en 
ollaboration ave
 M. El Hammoumi (université de Fès, Maro
)

et L. Davoust (LEGI, Grenoble).

Dans le domaine de la déte
tion des petites bulles de gaz (industries 
himiques, se
teurs

pétrolier et nu
léaire,...) les mesures de leur vitesse par une sonde optique est souvent biai-

sée par le rebond de 
ertaines d'entre elles sur la tête plane du 
apteur intrusif ; 
es bulles

rebondissent par
e que les for
es de tension super�
ielle qui agissent à l'interfa
e gaz/liquide

leur donnent de l'élasti
ité. Comprendre le mé
anisme de rebond de manière �ne permet de

�abiliser les mesures en dis
riminant les bulles qui rebondissent par un traitement approprié

du signal optique fourni par le 
apteur.

La di�
ulté du problème vient du drainage du �lm liquide qui provient de l'é
rasement

de la bulle 
ontre la paroi solide. Certains 
odes d'éléments �nis é
houent, par
e qu'il faut

résoudre simultanément deux zones d'é
oulements ayant des dimensions 
ara
téristiques très

di�érentes.

Notre 
ontribution est une appro
he originale qui 
onsiste à 
oupler un modèle de drainage

(analytique, entre deux plans parallèles) ave
 notre 
al
ul numérique potentiel ; 
e modèle

intègre alors l'é
oulement très visqueux dans un �lm d'épaisseur très min
e par rapport au

rayon de la bulle. Cette appro
he, bien qu'approximative, a permis de simuler ave
 su

ès le

rebond d'une bulle sous une paroi horizontale, dans une 
on�guration bidimensionnelle. La

�gure 1 
i-après montre un exemple d'évolution.

Ce travail est rédigé et soumis. Il sera né
essaire à 
ourt terme de modi�er le 
ode pour

aborder les 
on�gurations 3-D axisymétriques.

6.4.2 É
latement d'une bulle de gaz à une surfa
e libre

Parti
ipant : Édouard Canot.

Ce travail est e�e
tué en 
ollaboration ave
 S-C. Georges
u (université de Bu
arest, Rou-

manie) et J-L. A
hard (LEGI, Grenoble).

L'é
latement, à la surfa
e de la mer, de petites bulles de gaz remontant en surfa
e parti
ipe

au transfert de pollution mer/atmosphère. En e�et, dû au brassage des vagues, les bulles

d'air piégées dans la mer attirent à leur surfa
e, par un pro
édé physi
o-
himique, tous les

polluants agissant 
omme des tensio-a
tifs. Une fois remontées à la surfa
e, 
es bulles é
latent

et projettent dans l'atmosphère de très petites gouttes de jet 
ontaminées par les polluants,

qui sont elles-mêmes, en partie, transportées par les 
ourants as
endants atmosphériques.

Le phénomène d'é
latement, bref don
 impulsionnel, est bien dé
rit par un modèle potentiel

visqueux. Pour mener à bien la simulation numérique de 
e phénomène, il a été né
essaire de
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Fig. 1 � Rebond d'une bulle sur une paroi solide (position de la paroi : z = 4) � Rayon

équivalent de la bulle : R

0

= 1 mm � Liquide : eau pure � [intervalle de temps quasi-
onstant

entre 
haque vue℄

gérer des 
oupures arti�
ielles d'interfa
es a�n de permettre de poursuivre le 
al
ul au delà

du pin
ement du jet donnant naissan
e à des gouttes individuelles. La �gure 2 montre en

parti
ulier que les gouttes éje
tées (quatre sur la présente �gure) ne sont pas toutes de la

même taille.

Ce travail a été présenté à une 
onféren
e [20℄. Il est rédigé et soumis.

6.5 Synthèse d'ordonnan
ements parallèles

Parti
ipant : Claude Tadonki.

Résumé :
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Fig. 2 � Évolution après é
latement d'une bulle : formation de gouttes de jet � Rayon initial

de la bulle : R

0

= 1 mm � Liquide : eau pure

Après la re
her
he d'algorithmes parallèles pour le 
al
ul tensoriel, le travail s'est porté

sur la re
her
he de l'ordre d'exé
ution des tâ
hes d'un algorithme donné pour une exé
ution

parallèle.

Nous proposons une méthode qui dérive systématiquement un ordonnan
ement dès lors que

des hypothèses sur la stru
ture globale du graphe de dépendan
es sont satisfaites. Les deux

prin
ipaux avantages de l'appro
he sont la toléren
e aux pannes et le partitionnement dire
t.

[10, 19℄

6.6 Sensibilité de modèles markoviens de réseaux de télé
ommuni
ations

Parti
ipant : Haïs
am Abdallah.

Ce travail s'est e�e
tué en 
ollaboration ave
 Moulaye Hamza, do
torant du projet Armor.

M. Hamza a soutenu une thèse de do
torat, en juillet 2001, à l'université de Rennes I.
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La performan
e de systèmes et réseaux informatiques et la sensibilité de 
ertaines mesures

s'évaluent souvent en résolvant des systèmes di�érentiels markoviens sur un intervalle de temps

donné [0; t℄. En 
e qui 
on
erne la sensibilité, il s'agit de 
al
uler la dérivée partielle des dis-

tributions instantanée et 
umulative par rapport à un paramètre donné. Cette étude se heurte

au problème de la 
omplexité 
roissante ave
 l'ordre M du générateur in�nitésimal et ave
 le

temps �nal t.

Nous avons 
onsidéré dans un premier temps des modèles pour lesquelsM est de dimension

raisonnable (� 400). Après avoir a
hevé l'étude de la sensibilité du ve
teur des probabilités

d'état instantanées, nous avons examiné la sensibilité de l'espéran
e de la ré
ompense 
umulée

sur [0; t℄. [28℄

Pour des tailles M très grandes, la méthodologie des réseaux d'automates sto
hastiques

(RAS) a l'avantage d'éviter la 
onstru
tion du générateur in�nitésimal. L'appro
he RAS per-

met aussi d'exploiter les di�érents algorithmes relatifs à une multipli
ation ve
teur-matri
e où

la matri
e est un produit tensoriel de matri
es de dimensions modestes.

En vue de paralléliser la méthode itérative (stable) de l'uniformisation standard (SU) pour


al
uler la sensibilité de mesures instantanées et 
umulatives, nous avons maintenu une somme

tensorielle dans l'expression du des
ripteur. Ensuite, nous avons étendu un algorithme déve-

loppé au sein de l'équipe au 
al
ul d'un produit ve
teur-matri
e où la matri
e est une somme

tensorielle de matri
es de petites tailles. L'implémentation de l'algorithme parallèle relatif à la

méthode SU est faite sur une ma
hine CRAY T3E de l'IDRIS. En 
onsidérant un réseau ATM

ave
 M = 2

20

= 1048576 et t = 10

4

, l'e�
a
ité du 
al
ul de la sensibilité sur 128 pro
esseurs

avoisine 80%. [11℄

7 A
tions régionales, nationales et internationales

7.1 A
tions nationales

7.1.1 Dé�s de l'ANDRA - simulation du transfert de dé
hets radioa
tifs

Parti
ipants : Jo
elyne Erhel, Bernard Philippe, Hussein Hoteit.

Résumé : Nous avons parti
ipé aux exer
i
es Couplex proposés par l'ANDRA. Il

s'agit de simuler numériquement le transfert de radionu
léides depuis un éventuel

sto
kage profond de dé
hets radioa
tifs. Nous avons obtenu un prix pour Couplex 1

et poursuivons l'étude sur Couplex 2.

Voir http://www.andra.fr/fr/a
tu/ar
hi-0030.htm

Pour mener à bien l'étude du sto
kage de dé
hets radioa
tifs, l'Andra mène un ensemble

de modélisations et de simulations. Couplex est un ensemble de trois exer
i
es pour simuler les

transferts (dépla
ements) de radionu
léides (éléments radioa
tifs) depuis un éventuel sto
kage

en formation géologique (500 mètres de profondeur), jusqu'à la surfa
e.

Couplex 1 est une simulation simpli�ée, à deux dimensions, dans le milieu géologique.

Le sto
kage est représenté par un re
tangle homogène ; des radionu
léides en sont relâ
hés

régulièrement au 
ours du temps et migrent à travers le milieu géologique.
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En 
ollaboration ave
 l'IMFS de Strasbourg, nous avons parti
ipé à Couplex 1. Nous avons

obtenu le prix attribué par le 
omité s
ienti�que de Couplex aux trois meilleures 
ontributions.

Nous avons présenté nos résultats au workshop organisé par l'ANDRA, à Marseille, en juillet

2001.

Nous parti
ipons maintenant à l'exer
i
e Couplex 2, qui se 
on
entre sur le sto
kage. Il s'agit

de simuler de façon plus pré
ise le relâ
hement des radionu
léides qui pourraient s'é
happer

des 
olis de dé
hets.

7.1.2 A
tion bioinformatique - dynamique des populations

Parti
ipants : Jo
elyne Erhel, Bernard Philippe.

Résumé : a
tion BioInformatique - modèles et logi
iel d'analyse de suivi indivi-

duel en dynamique des populations

Coordinateur : CEFE/CNRS UPR 9056, Montpellier

Partenaires : université de Montpellier 2, université de Paul Sabatier (Toulouse),

université de Kent

Durée : de 2001 à 2002

Les méthodes d'estimation des paramètres démographiques par 
apture-re
apture per-

mettent de 
onfronter données et modèles en dynamique des populations. Cette a
tion a pour

obje
tif de développer une panoplie de modèles statistiques de suivi individuel et un logi
iel

d'ajustement de 
es modèles à des données. Les problèmes numériques soulevés par l'estima-

tion des paramètres sont 
omplexes, par exemple des défauts d'identi�
ation et l'existen
e de

minima lo
aux dans l'estimation du maximum de vraisemblan
e.

Le projet Aladin parti
ipe à l'étude des aspe
ts numériques et à l'élaboration d'un logi
iel

�able. En parti
ulier, il faut développer un logi
iel permettant de 
al
uler le rang numérique

d'une matri
e.

7.2 A
tions européennes

7.2.1 Groupe de Travail ERCIM - Matrix Computations and Statisti
s

Parti
ipants : Jo
elyne Erhel, Bernard Philippe.

Résumé : Groupe de travail ERCIM, a

epté en 2001.

Titre : Matrix Computations and Statisti
s

Membres : 26 
her
heurs de 13 pays européens.

Il s'agit de faire ren
ontrer dans 
e groupe de travail des statisti
iens et des spé
ialistes

d'algèbre linéaire.

Le groupe de travail organise deux fois par an un workshop. Le premier a eu lieu à Genève

en mai et le pro
hain aura lieu à Rennes en février 2002. La gestion du groupe de travail est

assurée par B. Philippe et E. Kontoghiorghes.

http://www.irisa.fr/aladin/wg-statlin/
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7.3 A
tions internationales

7.3.1 Projet INRIA/NSF - pré
onditionnements robustes et parallèles

Parti
ipants : Jo
elyne Erhel, Bernard Philippe.

Résumé : A
tion INRIA/NSF, a

eptée en 2001

Titre : Pré
onditionnements robustes et parallèles : un moyen pour 
ombiner mé-

thodes dire
tes et itératives de résolution de systèmes

Partenaires et leurs 
orrespondants : Y. Saad (U. Minneapolis), R. Bramley

(U. Indiana), E. Ng (Lauren
e Berkeley Lab.), B. Philippe (projet Aladin), F. Des-

prez (projet Remap), P. Amestoy (ENSEEIHT, Toulouse), J. Roman (Labri, U. de

Bordeaux 1)

Le projet Aladin re
her
he ave
 Y. Saad des pré
onditionnements e�
a
es qui permettent

d'a

élérer les méthodes itératives de résolution. Pour les problèmes aux moindres 
arrés mal


onditionnés, la re
her
he porte également sur des pro
édés de régularisation.

Ave
 les autres partenaires, le projet Aladin étudie aussi la fa
torisation QR des matri
es


reuses de grande taille. Les axes de travail 
on
ernent la détermination à la volée du rang

d'une matri
e et la 
onstru
tion éventuelle d'une base de son noyau. La parallélisation de la

pro
édure, déjà abordée dans la thèse de D. Mezher, se poursuit i
i (voir se
tion 6.3.1).

7.3.2 Projet CAMEREAU - hydrogéologie au Cameroun

Parti
ipant : Bernard Philippe.

Résumé : A
tion CAMPUS du MAE a

eptée en 2000 pour une durée de 18 mois

ave
 renouvellement.

Titre : Une a
tion de re
her
he et de formation universitaire en hydrologie au

Cameroun.

Partenaires : Université de Yaoundé I, Servi
e de la Météorologie Nationale à

Douala, Projet Aladin.

Le travail est réparti en trois a
tions. Les deux premières 
on
ernent la simulation numé-

rique d'un é
oulement souterrain dans un quartier de Yaoundé et l'a
quisition des données

né
essaires à la simulation.

Le projet Aladin est engagé dans la troisième a
tion qui est 
hargée de dé�nir une pro
édure

de lissage et d'interpolation de relevés de pré
ipitations au Cameroun. L'appro
he retenue se

base sur une méthode développée à l'université du Queensland à Brisbane, au 
entre ACMC

(Advan
ed Computational Modelling Center, dire
teur K. Burrage, membre R-B. Sidje). Il

s'agit d'une prolongation de la 
oopération ave
 le 
entre ACMC, qui est e�e
tive depuis 1994.

Ce travail a fait l'objet de la visite d'E. Kamgnia (université de Yaoundé I, Cameroun) et

du stage de DEA de M. Nyamsi (université de Yaoundé I), e�e
tué au sein du projet Aladin.

Voir se
tion 7.3.5.
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7.3.3 A
tion intégrée ave
 la Tunisie - simulation d'érosion 
�tière

Parti
ipants : Édouard Canot, Bernard Philippe.

Résumé : projet STIC Inria/Tunisie Érosion de la 
�te

Partenaires : ENIT, Tunis et projet Idopt

Durée : 2001-2002.

Les projets Aladin et Idopt de l'Inria sont engagés dans 
ette a
tion. Il s'agit de mettre en

÷uvre une méthode numérique a�n de simuler l'érosion de la 
�te tunisienne.

Nous avons e�e
tué une étude bibliographique pour modéliser les phénomènes physiques

importants. Nous avons en parti
ulier 
onsulté le "Coastal Engineering Manual", du Corps

des Ingénieurs de l'armée améri
aine (http://bigfoot.wes.army.mil/
em001.html). Il en

résulte la né
essité de tenir 
ompte de la houle, qui peut 
réer deux phénomènes. D'une part,

des 
ourants induits, parallèles à la plage (longshore), transportent des sédiments d'un point de

la plage à un autre ; d'autre part, une érosion o�shore, due au déferlement des vagues, emporte

le sable de la plage vers le large. Dans une moindre mesure, l'in�uen
e du vent pourra aussi

être prise en 
ompte.

Il est prévu d'utiliser le logi
iel SMS (Surfa
eWater Modeling System) qui 
omporte di�é-

rents modules de 
al
ul : réfra
tion/di�ra
tion de la houle, transport de sédiments, ...

Ce travail a fait l'objet de la visite de N. T. Tlatli (université de Tunis), et du séjour à

Tunis d'É. Canot et de B. Philippe. Voir se
tions 7.3.5 et 7.3.4.

7.3.4 Séjours à l'étranger

- P. Chartier a e�e
tué une visite à l'université de Genève, Suisse, du 5 au 23 mars 2001. Il

a travaillé, ave
 notamment E. Hairer, sur les systèmes hamiltoniens et les systèmes algébro-

di�érentiels.

- F. Guyomar
'h a e�e
tué un séjour à l'université d'Umea, Suède, du 15 septembre au 20

dé
embre 2001. Il a travaillé sur la résolution de problèmes aux valeurs propres généralisés.

- B. Philippe a e�e
tué une visite à l'université de Purdue, Indiana, Etats-Unis, du 22 au 28

avril 2001. Il a travaillé ave
 A. Sameh sur la résolution de problèmes aux valeurs singulières.

- B. Philippe et É. Canot ont e�e
tué une visite à l'université de Tunis, Tunisie, du 19 au

25 novembre 2001. Ils ont travaillé sur le projet STIC INRIA/Tunisie. Voir se
tion 7.3.3.

7.3.5 A

ueil de 
her
heurs étrangers

� M. El Hammoumi, de l'Université de Fès (Maro
), a e�e
tué un séjour de trois semaines,

en avril-mai 2001. Il a travaillé sur les problèmes de suivi d'interfa
es. Voir se
tion 6.4.1.

� E. Kontoghiorghes, de l'université de Neu
hatel (Suisse), a e�e
tué un séjour de 4 mois,

de juin à septembre 2001. Il a 
réé ave
 le projet Aladin le groupe de travail ERCIM intitulé

�Matrix Computations and Statisti
s�, voir se
tion 7.2.1. Il a démarré une 
ollaboration ave


le projet sur la résolution de problèmes aux moindres 
arrés généralisés issus de problèmes

inverses en éle
tro
ardiographie, voir se
tion 6.2.2. Il a également démarré une 
ollaboration

ave
 le projet sur la fa
torisation QR de matri
es 
reuses. En�n, il a poursuivi ses travaux sur

des algorithmes de résolution de problèmes aux moindres 
arrés généralisés. En parti
ulier, il
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a étudié les modèles statistiques SUR (Seemingly Unrelated Regressions). Ce travail est rédigé

dans un arti
le a

epté, quatre arti
les soumis et un arti
le en préparation.

� F-Z. Nouri, de l'université d'Annaba (Algérie), a e�e
tué un séjour d'une semaine en

juillet 2001. Elle a travaillé sur des problèmes d'interpolation de fon
tions.

� C. Lubi
h, de l'université de Tübingen (Allemagne), a e�e
tué un séjour d'une semaine

en septembre 2001. A 
ette o

asion, il a dispensé un 
ours d'une durée de 15 heures sur la

théorie de Kolmogorov-Arnold-Moser.

� H. Djeuda T
hapnga, de l'université de Yaoundé (Cameroun), a e�e
tué un séjour de 1

mois, en septembre-o
tobre 2001. Il a 
oopéré ave
 le projet et le département de Géos
ien
es

sur des problèmes en hydrogéologie.

� E. Kamgnia, de l'université de Yaoundé (Cameroun), a e�e
tué un séjour de 3 mois,

d'o
tobre à dé
embre 2001. Il a travaillé sur le 
al
ul de la signature d'une matri
e symétrique

d'intervalles (voir se
tion 6.3.2). Il a également travaillé sur le projet CAMEREAU et en
adré

le stage de DEA de M. Nyamsi (voir se
tion 7.3.2). En�n, en tant que membre permanent

du CARI, il a parti
ipé à l'organisation du 
olloque Cari'2002, qui aura lieu à Yaoundé, en

o
tobre 2002.

� N. Tlatli, de l'université de Tunis (Tunisie), a e�e
tué un séjour d'une semaine, en o
tobre

2001. Elle a travaillé sur le projet STIC INRIA/Tunisie. Voir se
tion 7.3.3.

� M. Mahboub, de l'université de Tlemsen (Algérie), a e�e
tué un séjour de 3 mois, d'o
-

tobre à dé
embre 2001. Il a travaillé, en 
ollaboration ave
 la 
ellule ASCI de l'Atelier, sur la

parallélisation d'un logi
iel de traitement d'images.

7.3.6 Relations internationales

Le projet 
oopère régulièrement ave
 diverses universités dans le monde.

Dans le domaine des équations di�érentielles, il s'agit prin
ipalement de l'université d'Au-


kland, Nouvelle-Zélande (J. But
her, R.P.K. Chan), de l'université de Genève, Suisse (E.

Hairer), de l'université du Pays Basque, Espagne (A. Murua).

Dans les domaines des systèmes d'équations et des problèmes aux valeurs propres, le projet


oopère prin
ipalement ave
 l'université du Queensland, Australie (J. Belward, K. Burrage,

R.B. Sidje), ave
 l'université du Minnesota, Etats-Unis (Y. Saad), ave
 l'université de Patras,

Grè
e (E. Gallopoulos), ave
 l'université d'Utre
ht, Pays-Bas (H. van der Vorst), ave
 l'uni-

versité de Neu
hatel, Suisse (E. Kontoghiorghes), et les universités de Douala et Yaoundé,

Cameroun (E. Kamgnia et M. T
huente).

8 Di�usion de résultats

8.1 Animation de la 
ommunauté s
ienti�que

8.1.1 Organisation de 
onféren
es

� B. Philippe a été vi
e-président du 
omité de programme du 
olloque 15th ACM Inter-

national Conferen
e on Super
omputing , qui a eu lieu à Sorrento, Italie, en juin 2001. Il était


hargé du se
teur Algorithmes et Appli
ations.
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� B. Philippe a été membre du 
omité de programme du 
olloque EURO-PAR 2001, qui a

eu lieu à Man
hester, Grande-Bretagne, en août 2001.

� B. Philippe a été membre du 
omité de programme du 
olloque RENPAR 2001, qui a eu

lieu à Paris, en avril 2001.

� B. Philippe, en tant que se
rétaire du 
omité permanent de CARI, parti
ipe à l'organi-

sation du 
olloque Cari'2002, qui aura lieu à Yaoundé, en o
tobre 2002.

� Le projet organise régulièrement un séminaire thématique sur le 
al
ul s
ienti�que.

http://www.irisa.fr/aladin/seminaire.html

8.1.2 Comités de réda
tion

- B. Philippe est membre du 
omité éditorial de la revue International Journal on High

Speed Computing.

- B. Philippe est membre du 
omité éditorial de la revue Cal
ulateurs parallèles.

8.1.3 Divers

- P. Chartier est membre élu de la Commission d'Évaluation de l'INRIA.

- J. Erhel est se
rétaire du Comité de Gestion Lo
ale de l'AGOS de l'INRIA-Rennes.

- J. Erhel est membre élu du Comité Te
hnique Paritaire de l'INRIA.

- B. Philippe est délégué de l'Inria aux relations ave
 l'Afrique Sub-Saharienne et se
rétaire

du 
omité permanent Cari.

- B. Philippe est le représentant INRIA du 
onseil d'administration du Cimpa, depuis

janvier 2000.

- B. Philippe est président de la CUMI (Commission des utilisateurs des moyens informa-

tiques) de l'INRIA-Rennes.

- B. Philippe est membre de la 
ommission de spé
ialistes de la se
tion 27 de l'université

de Rennes I.

8.2 Enseignement universitaire

� F. Bodin (projet Caps), J. Erhel et H. Leroy (
ellule ASCI, Atelier) ont organisé un


ours sur les Te
hniques pour le Cal
ul Hautes Performan
es, dans le 
adre du P�le de Cal
ul

Intensif de l'Ouest (PCIO), à Rennes, en février 2001.

http://www.irisa.fr/PCIR/planCI.html

J. Erhel a assuré le module intitulé �
al
ul numérique intensif�.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- J. Erhel et É. Canot ont enseigné le 
ours de mathématiques appliquées (MAP) du DIIC,

IFSIC, Rennes (1

re

année).

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- J. Erhel a donné un séminaire (2 heures) destiné aux étudiants de 
inquième année de

l'Insa-Rennes sur le thème de la qualité numérique.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/
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- J. Erhel a donné un séminaire (6 heures) destiné aux étudiants de li
en
e et maîtrise de

mé
anique de l'université de Rennes sur le thème du 
al
ul s
ienti�que.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- J. Erhel et B. Philippe ont 
réé le module intitulé �Appli
ations numériques parallèles�,

qui est une 
omposante du 
ours de DEA sur le 
al
ul parallèle de l'université de Yaoundé I.

Ce 
ours est a

ompagné d'un support sur CD-ROM et sur Internet. Il fait partie d'un dea

multisites afri
ain, dans le 
adre du projet dia �nan
é par l'auf et 
oordonné par P. Quinton.

http://www.irisa.fr/dia/

- B. Philippe a parti
ipé au lan
ement de l'enseignement du DEA multisites afri
ain à

l'université de Yaoundé.

- B. Philippe a enseigné, ave
 K. Bouatou
h du projet Siames, l'option Systèmes linéaires

et radiosité (SYRA) du dea d'informatique à l'Ifsi
.

- B. Philippe a assuré l'enseignement d'un module (Résolution des grands systèmes) du dea

de mathématiques appliquées de Beyrouth, 
o-organisé par les universités Libanaises, l'epfl,

l'Irisa et l'université de Reims.

- B. Philippe a assuré l'enseignement d'un module du dea de mathématiques appliquées

de l'université de Tunis.

8.3 Parti
ipation à des 
olloques, séminaires, invitations, prix

- P. Chartier - Reversible methods of Runge-Kutta type for index-2 di�erential-algebrai


eqations


onféren
e invitée - National Resear
h Symposium on Geometri
 Integration, Melbourne, Aus-

tralie - dé
embre 2000.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/
hartier/

- P. Chartier - Reversible proje
ted methods for index 2 DAEs


onféren
e invitée - S
iCADE01, Van
ouver, Canada - juillet-août 2001

- P. Chartier - Méthodes numériques d'intégration des systèmes hamiltoniens


onféren
e invitée - E
ole CEA-EDF-INRIA sur les �Méthodes numériques pour la simulation

atomistique : du mi
ro au méso�, Ro
quen
ourt, Fran
e - novembre 2001.

- E. Canot - Suivi d'interfa
es par une méthode d'intégrales de frontière

université de Tunis, Tunisie - novembre 2001.

- J. Erhel - Iterative solvers for large sparse linear systems

1st workshop, ERCIM WG Matrix Computations and Statisti
s, Genève, Suisse - mai 2001.

http://www.irisa.fr/aladin/wg-statlin/WORKSHOPS/GENEVA01/worshop1.html

- J. Erhel - Least-squares polynomial �lters for ill-
onditioned linear systems

AIP'2001, Monte
atini, Italie - juin 2001.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- J. Erhel - Iterative solvers for large sparse linear systems

3e 
y
le Romand de mathématiques, université de Neu
hâtel - août 2001.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- J. Erhel - pré
ision arithmétique sur les grands systèmes

journées sur le 
al
ul s
ienti�que massivement parallèle, Orsay - novembre 2001.
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- H. Hoteit - Numeri
al Reliability and Time Requirements for the Mixed Methods Applied

to Flow Problems in Porous Media

Sixth SIAMConferen
e on mathemati
al and 
omputational issues in the Geos
ien
es, Boulder,

CO, USA - juin 2001.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- H. Hoteit - A propos de la stabilité de la méthode des Elements Finis Mixtes

Congrès National de Mathématiques Appliquées et Industrielles, Pompadour, Fran
e - mai

2001.

http://www.irisa.fr/aladin/perso/erhel/

- H. Hoteit - Résultats des simulations pour le problème Couplex 1

workshop ANDRA/COUPLEX, Marseille - juillet 2001.

- G. Moustakides (et B. Philippe) - Eigende
omposition of a 
lass of in�nite dimensional

tridiagonal matri
es

1st workshop, ERCIM WG Matrix Computations and Statisti
s, Genève, Suisse - mai 2001.

http://www.irisa.fr/aladin/wg-statlin/WORKSHOPS/GENEVA01/worshop1.html

- B. Philippe - Parallel 
omputation of the smallest singular values of a matrix

1st workshop, ERCIM WG Matrix Computations and Statisti
s, Genève, Suisse - mai 2001.

http://www.irisa.fr/aladin/wg-statlin/WORKSHOPS/GENEVA01/worshop1.html

- B. Philippe - Cal
ul de la plus petite valeur singulière d'une matri
e

3e 
y
le Romand de mathématiques, université de Neu
hâtel - Août 2001.

- B. Philippe et D. Mezher - A Graphi
al Tool for Driving the Parallel Computation of the

Pseudospe
tra

ICS'2001, Sorrento, Italie, juin 2001
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