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Le projet Arénaire est un projet 
ommun au Cnrs, à l'É
ole Normale Supérieure de Lyon et à

l'Inria. Il fait partie du Laboratoire de l'Informatique du Parallélisme (Lip, Umr Cnrs�Ens de Lyon�

Inria 5668) de l'É
ole Normale Supérieure de Lyon. Ce projet est lo
alisé à Lyon dans les lo
aux de

l'Ens de Lyon.

1 Composition de l'équipe

Responsable s
ienti�que

Jean-Mi
hel Muller [Dire
teur de Re
her
he au Cnrs℄

Assistante de projet

Sylvie Boyer [Adjointe Te
hnique de Re
her
he, 20% sur le projet℄

Personnel Inria

Claude-Pierre Jeannerod [Chargé de Re
her
he, arrive en février 02℄

Philippe Langlois [Délégation sur un poste de Chargé de Re
her
he, jusqu'au 30/09/01℄

Nathalie Revol [Délégation sur un poste de Chargé de Re
her
he℄

Arnaud Tisserand [Chargé de Re
her
he℄

Personnel Cnrs

Mar
 Daumas [Chargé de Re
her
he℄

Gilles Villard [Chargé de Re
her
he℄

Personnel Ens de Lyon

Florent Dupont de Dine
hin [Maître de Conféren
es à l'Ens de Lyon℄

Cher
heurs do
torants

Sylvie Boldo [Élève de 4ème année de l'Ens de Lyon, début de thèse au 01/10/01℄

Ni
olas Boullis [Élève de 4ème année de l'Ens de Lyon, début de thèse au 01/10/01℄

David Defour [Allo
ataire Menrt, deuxième année de thèse℄

Claire Finot-Moreau [Allo
ataire et Moniteur Menrt, thèse soutenue le 10/07/01℄

Pas
al Giorgi [Allo
ataire Menrt, début de thèse au 01/10/01℄

2 Présentation et obje
tifs généraux

Mots 
lés : arithmétique des ordinateurs, 
ir
uits VLSI, 
ir
uits FPGA, opérateurs à

faible 
onsommation d'énergie, 
al
ul entier, 
al
ul appro
hé, nombres à virgule �ottante,

fon
tions élémentaires, �abilité numérique, pré
ision multiple, arithmétique d'intervalles,


al
ul formel, 
orps �nis, algèbre linéaire.

Résumé : Le projet Arénaire 
ontribue à l'élaboration et à la 
onsolidation des


onnaissan
es dans le domaine de l'arithmétique des ordinateurs. Chaque étude et


haque solution que nous proposons utilise et enri
hit 
e so
le de 
onnaissan
es

tout en dépendant fortement des 
ibles 
hoisies. On 
omptera prin
ipalement l'im-

plantation matérielle de l'arithmétique (
ir
uits intégrés ou Fpga), le 
al
ul nu-

mérique (virgule �ottante) ou le 
al
ul très pré
is voire exa
t (pré
ision multiple,

arithmétique d'intervalles et pré
ision illimitée). Le 
hoix d'une 
ible �xe souvent la
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problématique et les 
ontraintes. Fiabilité, pré
ision et rapidité sont les prin
ipaux

obje
tifs que l'on retrouve dans les études du projet.

Le projet parti
ipe à l'amélioration de l'arithmétique disponible pour les utilisateurs, que


e soit au niveau logi
iel ou matériel, sur les 
al
ulateurs, les pro
esseurs, les 
ir
uits dédiés ou

enfouis, et
. Cal
uler mieux ne veut pas uniquement dire 
al
uler plus vite ou plus pré
isément.

Nos études portent aussi par exemple sur la �abilité de 
odes numériques dans leur ensemble

ou sur la prise en 
ompte de paramètres plus te
hnologiques tels que la 
onsommation d'énergie

dans les 
ir
uits intégrés.

Historiquement, les fabri
ants de ma
hines ont toujours eu besoin d'intégrer au niveau

matériel ou logi
iel les fon
tions arithmétiques de base pour une pré
ision � moyenne �, 
'est-

à-dire des mots de 8 à 64 bits. L'addition ou la multipli
ation ont été très étudiées, mais leurs

performan
es sont en
ore 
ritiques en surfa
e (pour la multipli
ation) ou en vitesse (pour les

deux). La division et la ra
ine 
arrée sont moins 
ritiques, mais il reste probablement plus de

possibilités pour de nouvelles améliorations. Pour les fon
tions élémentaires (sinus, 
osinus, ar
-

tangente, exponentielle, logarithme, et
.), les 
on
epteurs ont plut�t travaillé jusqu'à 
e jour

sur la vitesse ou l'é
onomie des ressour
es. La re
her
he sur les algorithmes et les ar
hite
tures

pour la multipli
ation, pour la division et pour le 
al
ul des fon
tions élémentaires ou spé
iales

est toujours très a
tive. Nous donnerons juste un exemple ave
 les algorithmes de division

des pro
esseurs Hp Pa-7100, Hp Pa-8000, Amd 29050, UltraSpar
, Ibm Rs/6000, Itanium

qui sont tous di�érents

[SL97℄

. Ce
i montre à l'éviden
e que les solutions sont en
ore très loin

d'être �gées. Les membres du projet ont a
quis une solide réputation dans 
e domaine et ont

l'intention de poursuivre leurs travaux dans 
ette voie.

Con
evoir un opérateur matériel n'est pas uniquement une ÷uvre d'assemblage. Il faut

intégrer à la démar
he de nombreuses données ou 
ontraintes te
hnologiques. Ave
 l'évolution

rapide des te
hnologies, il est né
essaire, par exemple, de bien maîtriser les outils pour le

pla
ement et le routage a�n de réaliser des 
ir
uits performants. La 
onsommation d'énergie

d'un 
ir
uit intégré dépend, entre autres, de son a
tivité et 
elle-
i dépend de la valeur de ses

entrées. Il faut don
 se donner des modèles réalistes sur les données pour faire des simulations

pertinentes. Le mode de représentation des nombres est i
i très important. Certains 
odages

sont utilisés par les algorithmes performants, d'autres permettent de limiter la 
onsommation

du 
ir
uit.

Les 
ontraintes pour la 
on
eption d'opérateurs arithmétiques sur Fpga sont un peu di�é-

rentes du fait de la granularité de 
es 
ir
uits. Par exemple, les blo
s logiques de base implantent

des petites tables permettant de réaliser des fon
tions à quatre entrées. Cette spé
i�
ité va per-

mettre d'utiliser la base 4 ave
 un 
odage de bas niveau assez e�
a
e. I
i en
ore, les te
hniques


lassiques d'optimisation ne sont pas les bonnes.

Pour se 
onvain
re du bon fon
tionnement de l'opérateur réalisé, on e�e
tue des tests,

exhaustifs quand 
ela est possible ou on 
onstruit la preuve du bon fon
tionnement de l'opéra-

teur. Ces appro
hes, relativement bien adaptées à la 
on
eption d'opérateurs entiers, ne sont

plus re
ommandables pour la validation d'opérateurs à virgule �ottante. Le niveau de détail

devient tel que seule une appro
he très rigoureuse de la preuve peut garantir que l'opérateur

[SL97℄ P. Soderquist, M. Leeser, � Division and square root: 
hoosing the right implementation �,

IEEE Mi
ro 17, 4, 1997, p. 56�66.
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n'a pas de faille. Cela nous a amenés à utiliser l'assistant de preuve Coq pour la véri�
ation

automatique des preuves formelles de bon fon
tionnement de nos algorithmes.

Il faut apporter un soin tout parti
ulier à la spé
i�
ation formelle des opérateurs dans

l'assistant pour qu'elle re�ète �dèlement la sémantique usuellement asso
iée. Cela n'est pas

toujours simple par
e que les opérateurs, déjà 
omplexes dans leur fon
tionnement � normal �,

doivent de plus gérer 
orre
tement des situations ex
eptionnelles (division par zéro, et
). Ce-

pendant, la sémantique des opérations est désormais bien dé�nie.

En e�et, l'arithmétique des ordinateurs a 
onnu un 
hangement majeur en 1985 ave
 l'ap-

parition de la norme Ieee-754, qui spé
i�e les formats de représentation des nombres et les opé-

rations arithmétiques en virgule �ottante. Cette norme s'est rapidement imposée. Un nombre

est représenté par un triplet (s; n; e) où s est le bit de signe, n est appelé la mantisse ou la

fra
tion selon les 
as, et e est appelé l'exposant. La valeur représentée est :

(�1)

s

� n� 2

e

:

La somme, le produit, le quotient de deux nombres qui s'é
rivent exa
tement ave
 la no-

tation à virgule �ottante ne sont pas, en général, représentables exa
tement ave
 
ette même

notation si on limite la longueur des 
hamps utilisés pour la mantisse et l'exposant. Il faut les

arrondir . La norme Ieee-754 spé
i�e que l'utilisateur 
hoisit parmi quatre modes d'arrondi :

au plus près, vers zéro, vers le haut, et en�n, vers le bas. L'arrondi au plus près est le mode

par défaut. Les deux derniers modes servent de support matériel à l'arithmétique d'intervalles.

Si a et b sont les entrées de l'opérateur ?, une quel
onque des opérations normalisées, la

sortie de a ? b est le nombre à virgule �ottante que l'on obtient en faisant le 
al
ul exa
tement

avant de l'arrondir ave
 le mode d'arrondi demandé par l'utilisateur. Cette exigen
e est appelée

� arrondi 
orre
t �. Il n'est pas né
essaire de faire un 
al
ul exa
t pour obtenir l'arrondi 
orre
t

pour l'addition, la multipli
ation, la division et la ra
ine 
arrée. Coonen

[Coo78℄

utilise seulement

trois bits supplémentaires par rapport à la taille des nombres manipulés.

Avant l'adoption de la norme Ieee, il était assez di�
ile de savoir exa
tement 
e que faisait

une ma
hine. Maintenant, un algorithme peut être analysé jusqu'au dernier bit de pré
ision du

résultat. Les nombres à virgule �ottante ne sont plus seulement des représentations appro
hées

des réels, mais un type 
omplet ave
 une sémantique pré
ise. Kahan

[Kah96℄

et ses élèves à

l'Université de Californie à Berkeley donnent des algorithmes et des preuves de 
orre
tion qui

utilisent 
ette spé
i�
ation. Comme la plupart des ordinateurs suivent la norme, 
es algorithmes

sont de plus portables d'une ma
hine à une autre.

L'exemple suivant illustre les avantages que l'on peut retirer de 
ette démar
he. On prouve

que, en l'absen
e de dépassement de 
apa
ité, si x est exa
tement représentable et si z est une

approximation au dernier bit près de 1=x, alors la suite d'opérations

� = Æ(1� xz)

z

0

= Æ(z + �z)

[Coo78℄ J. T. Coonen, � Spe
i�
ation for a proposed standard for �oating point arithmeti
 �, Memoran-

dum n

o

ERL M78/72, University of California, Berkeley, 1978.

[Kah96℄ W. Kahan, � Le
ture notes on the status of the IEEE standard 754 for binary �oating point

arithmeti
 �, http://HTTP.CS.Berkeley.EDU/ wkahan/ieee754status/ieee754.ps, 1996.
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donne une valeur z

0

égale à l'arrondi au plus près de 1=x

[CHGM99℄

. La notation Æ(a + b
)

signi�e que le 
al
ul a+ b
 est fait en arrondi au plus près en utilisant un opérateur fusionné

de multipli
ation-a

umulation (Fma
). On en déduit un algorithme de division qui 
al
ule

l'arrondi 
orre
t sans un seul bit de pré
ision supplémentaire pour les 
al
uls intermédiaires.

Il est utilisé sur l'ar
hite
ture Ia64, développée 
onjointement par Intel et Hp.

Ave
 uniquement des opérateurs normalisés à virgule �ottante, nous 
onstruisons des bi-

bliothèques de 
al
ul en pré
ision étendue et des opérateurs performants (pré
ision, vitesse,

et
) pour le produit s
alaire, les fon
tions élémentaires et spé
iales, qui ne sont pas in
lus

dans la norme et ne sont don
 pas toujours bien implantés. Dans le 
adre de l'Ar
 � Ao
 �

(Arithmétique des Ordinateurs Certi�ée) de l'Inria, nous travaillons ave
 des membres des

projets Lemme (Ni
e�Sophia�Antipolis) et Spa
es (Lorraine) à la preuve de propriétés sur

les nombres à virgule �ottante et à la preuve de bon fon
tionnement de nos algorithmes.

Notre développement d'une spé
i�
ation formelle de l'arithmétique à virgule �ottante en

Coq nous permet de valider nos preuves. La spé
i�
ation généralise les idées présentées par la

norme Ieee et y ajoute 
ertains fon
tionnements non normalisés (opérateur Fma
, mode �ush

to zero). Dans le 
adre d'un 
ontrat entre l'Inria et St Mi
roele
troni
s, nous avons proposé

des algorithmes de division par une 
onstante utilisant les opérateurs disponibles sur un 
ir
uit

Dsp 
onstruit par St.

Quelle que soit la 
ible, matérielle ou logi
ielle, le 
hoix du système de numération est im-

portant. L'exemple 
ari
atural est 
elui du système logarithmique où l'on représente un nombre

par son logarithme en base 2. Dans 
e système, la multipli
ation et la division sont deux opéra-

tions fa
iles et qui n'introduisent pas d'erreur d'arrondi. L'addition est par 
ontre très di�
ile

à réaliser. Un exemple plus 
lassique est 
elui des systèmes de numération redondants (
arry-

save, borrow-save, et
) qui sont utilisés à l'intérieur de nombreux multiplieurs et diviseurs. Les

entrées 
omme les sorties des opérateurs sont représentées dans un système usuel, seuls les


al
uls internes ont re
ours à 
es systèmes � redondants �. Pour un mi
ropro
esseur, l'arith-

métique à virgule �ottante semble in
ontournable, même si on peut 
ertainement en améliorer

les implantations existantes, mais sur des systèmes dédiés à des appli
ations parti
ulières, de

nombreux modes de représentation des nombres peuvent s'avérer mieux adaptés. Un troisième

exemple est 
elui du 
al
ul en ligne. C'est un 
al
ul où l'opérateur 
ommen
e à travailler et

à produire des 
hi�res du résultat sans 
onnaître exa
tement les données, mais seulement les


hi�res les plus signi�
atifs. Le 
al
ul en ligne permet un 
omportement adaptatif, 
'est-à-dire

que l'on 
ontinue un 
al
ul qui devient de plus en plus pré
is jusqu'à 
e que l'utilisateur soit

satisfait de la pré
ision atteinte. Pour faire du 
al
ul en ligne, nous utilisons une notation re-

dondante en numération de position (en matériel) ou une expansion redondante en nombres à

virgule �ottante (en logi
iel).

La maîtrise des erreurs d'arrondi dans les 
al
uls (et de manière plus générale, la �abilité

numérique des systèmes) est un sujet de plus en plus important. On e�e
tue des 
al
uls 
onsi-

dérablement plus volumineux que dans les années 1970, alors que les formats de représentation

des nombres, et par 
onséquent la pré
ision de 
haque opération prise individuellement, n'ont

[CHGM99℄ M. A. Cornea-Hasegan, R. A. Golliver, P. Markstein, � Corre
tness proofs outline for

Newton-Raphson based �oating point divide and square root algorithms �, in : Pro
eedings of the

14th Symposium on Computer Arithmeti
, I. Koren, P. Kornerup (éditeurs), p. 96�105, Adelaide,

Australia, 1999, http://
omputer.org/pro
eedings/arith/0116/0116to
.htm.
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presque pas 
hangé. En 
onséquen
e, des problèmes de pré
ision apparaissent de plus en plus

au niveau de l'appli
ation dans son ensemble. Dans de nombreux domaines, l'impré
ision de

l'arithmétique �ottante peut avoir des 
onséquen
es tragiques. L'amélioration automatique de

la pré
ision des résultats 
omplète la maîtrise de la �abilité numérique. Les utilisateurs qui

ren
ontrent des problèmes de pré
ision numérique n'ont souvent ni le temps ni le métier pour

répondre à 
es problèmes di�
iles. Ce 
onstat in
ite à proposer des appro
hes automatiques

qui permettent de 
ontr�ler et d'améliorer la qualité numérique d'un programme vu 
omme

une � boîte noire �.

Au-delà de la virgule �ottante � en pré
ision simple ou étendue � quand il s'agit de

s'a�ran
hir 
omplètement des erreurs de 
al
ul, on fait appel à d'autres types d'arithmétiques.

Nous nous intéressons d'une part, en 
ollaboration ave
 le projet Spa
es de l'Inria Lorraine, à

l'arithmétique d'intervalle en pré
ision multiple qui permet d'obtenir des en
adrements 
erti�és

et pré
is de solutions. De tels intervalles fournissent des informations de nature exa
te, par

exemple, quand la question est de majorer ou de minorer le résultat d'un 
al
ul (optimisation

globale). Nous nous intéressons d'autre part à des arithmétiques exa
tes en 
al
ul formel qui

permettent de 
al
uler dans des domaines algébriques tels que les 
orps �nis, les entiers à

pré
ision illimitée et les polyn�mes (
ryptologie, 
al
uls mathématiques).

À travers le développement d'algorithmes et de bibliothèques de programmes, nous 
her-


hons à appréhender l'impa
t de 
es arithmétiques sur les méthodes de résolution de problèmes.

Dans le but de les améliorer, nous voulons 
erner leurs possibilités respe
tives, leurs 
ontraintes

asso
iées et leurs limites inhérentes.

3 Fondements s
ienti�ques

3.1 Implantations matérielles de l'arithmétique

Méthodes à base de tables

Lorsqu'une fon
tion est di�
ile à 
al
uler mais que son domaine (dis
ret) 
ompte un petit

nombre de valeurs, on peut envisager de pré-
al
uler une fois pour toutes l'ensemble des résul-

tats pour les sto
ker dans une table. Par la suite, le 
al
ul pourra être rempla
é par une le
ture

de la table. C'est une solution en général rapide mais 
onsommatri
e de ressour
es matérielles.

Les algorithmes font don
 un usage par
imonieux des tables pour trouver le bon 
ompromis

entre la taille des tables et la vitesse d'exé
ution.

À l'un des extrêmes de 
e 
ompromis, on trouve quelques algorithmes ré
ents, dus à Matula

et Das Sarma

[DSM95℄

, S
hulte et Stine

[SS99℄

, Wong et Goto

[WG95℄

et Muller

[Mul99℄

, qui 
al
ulent

des fon
tions arbitraires d'un argument en n'utilisant que des tables et des additions. Leur

[DSM95℄ D. Das Sarma, D. W. Matula, � Faithful bipartite ROM re
ipro
al tables �, in : Pro
eedings of

the 12th Symposium on Computer Arithmeti
, S. Knowles, W. H. M
Allister (éditeurs), p. 17�28,

Bath, England, 1995, http://
omputer.org/pro
eedings/arith/7089/7089to
.htm.

[SS99℄ M. J. S
hulte, J. E. Stine, � Approximating elementary fun
tions with symmetri
 bipartite

tables �, IEEE Transa
tions on Computers 48, 8, 1999, p. 842�847.

[WG95℄ W. F. Wong, E. Goto, � Fast evaluation of the elementary fun
tions in single pre
ision �, IEEE

Transa
tions on Computers 44, 3, 1995, p. 453�457.

[Mul99℄ J.-M. Muller, � A few results on table based methods �, Reliable Computing 5, 3, 1999.
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avantage est la vitesse : le temps de 
al
ul est 
elui de quelques le
tures de tables et quelques

additions. La re
her
he sur 
e type d'algorithmes est loin d'être terminée et leur pertinen
e

augmente ave
 l'intégration des 
ir
uits.

Opérateurs arithmétiques pour Fpga

Ces quinze dernières années ont vu l'apparition d'un nouveau type de 
ir
uit intégré qui

peut 
on
urren
er les mi
ropro
esseurs dans 
ertaines appli
ations. Il s'agit des réseaux de


ellules re
on�gurables (�eld programmable gate arrays ou Fpga). Ces 
omposants sont des

matri
es formées d'un très grand nombre de 
ellules élémentaires identiques, 
haque 
ellule

pouvant être programmée séparément pour se 
omporter 
omme quelques portes logiques et

quelques bits de mémoire. Les 
ellules sont reliées par des 
onnexions également 
on�gurables

dans un ensemble de topologies possibles.

Un 
omposant peut ainsi réaliser un 
ir
uit logique arbitraire ave
 des performan
es pro
hes

de 
elles qu'aurait un 
ir
uit intégré spé
i�que. Le 
oût en est 
ependant bien moindre puisque

le Fpga est un 
ir
uit produit en grande série et programmer un Fpga est bien plus simple que


on
evoir un 
ir
uit intégré. On peut re
on�gurer le Fpga un nombre quel
onque de fois, soit

pour 
orriger ou améliorer sa 
on�guration, soit pour qu'un seul Fpga rempla
e su

essivement

plusieurs 
ir
uits spé
i�ques au 
ours de la vie d'une appli
ation.

La programmation des Fpga, pour des raisons historiques, s'apparente a
tuellement plus à

de la synthèse de 
ir
uits Vlsi qu'à de la programmation au sens usuel. Les bibliothèques arith-

métiques pour Fpga sont très rudimentaires. Les implantations publiées ou vendues utilisent

pour l'essentiel des algorithmes développés pour le Vlsi, alors que les métriques de temps

et de surfa
e sont très di�érentes dans les Fpga. De plus, la souplesse supplémentaire des

Fpga (re
on�gurabilité et adaptabilité à l'appli
ation) est rarement utilisée pour optimiser les

opérateurs arithmétiques.

De manière plus pratique, les langages utilisés sont également hérités dire
tement du monde

du Vlsi. Des langages plus adaptés font leur apparition 
omme Jbits

1


hez Xilinx. Un ensemble

de 
lasses Java permet l'intégration simple de 
omposants implantés sur des Fpga et de 
om-

posants logi
iels 
lassiques. À plus long terme, on aimerait que la sur
harge d'un opérateur ou

d'une fon
tion dans un programme 
lassique permette de déléguer son exé
ution à un 
ompo-

sant spé
i�que implanté dans un Fpga.

Opérateurs arithmétiques asyn
hrones

La quasi-totalité des 
ir
uits intégrés numériques a
tuels sont 
aden
és par un signal d'hor-

loge distribué sur toute la surfa
e du 
ir
uit. La mise en ÷uvre de 
ette syn
hronisation globale

est de plus en plus 
omplexe. Ave
 l'augmentation des fréquen
es et la rédu
tion des te
hno-

logies, des problèmes 
omme le routage des signaux d'horloge, les marges de bruit, les pi
s de


ourant aux fronts d'horloge. . . deviennent 
ritiques. Une alternative est l'utilisation de 
ir-


uits asyn
hrones. Dans 
es 
ir
uits, les é
hanges de données sont 
aden
és lo
alement par un

proto
ole de 
ommuni
ation implanté au plus bas niveau. Il n'y a don
 plus d'horloge globale.

1

http://www.xilinx.
om/produ
ts/jbits/index.htm.
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Les 
ir
uits asyn
hrones o�rent une 
ara
téristique parti
ulièrement intéressante en arith-

métique des ordinateurs : 
'est la possibilité de 
al
uler en temps moyen. En e�et, 
haque

é
hange de données étant 
aden
é lo
alement, il est possible de 
on
evoir des opérateurs dont

le temps de 
al
ul e�e
tif est totalement dépendant des valeurs des entrées. On 
ara
térise alors

le temps de 
al
ul de l'opérateur par son temps moyen de 
al
ul ainsi que 
ertaines autres 
a-

ra
téristiques statistiques relatives à sa distribution. La notion d'optimisation des 
as les plus

probables permet d'envisager de nouvelles solutions à tous les niveaux.

Les 
ir
uits asyn
hrones o�rent d'autres 
ara
téristiques intéressantes 
omme la mise en

veille naturelle, une meilleure répartition du spe
tre d'émission éle
tromagnétique, moins de

bruits sur les signaux d'alimentation. En�n, dans les te
hnologies fortement sub-mi
roniques,

les délais dans les inter
onnexions voient leur importan
e 
roître, 
e qui se traduit par une

di�
ulté a

rue dans la 
on
eption des horloges. L'asyn
hronisme n'a pas 
e problème.

3.2 Arithmétique à virgule �ottante

Comme nous l'avons vu, un nombre à virgule �ottante est représenté par un triplet (s; n; e)

asso
ié à la valeur

(�1)

s

� n� �

e

;

où � est la base du système. Dans la pratique, � = 2, mais étudier le système indépendamment

de la valeur de � permet de mieux 
omprendre son fon
tionnement. Un opérateur arithmétique

manipulant des nombres à virgule �ottante est plus 
omplexe que le même opérateur restreint

aux seuls nombres entiers. Il faut 
al
uler 
orre
tement l'arrondi spé
i�é par l'utilisateur, ma-

nipuler à la fois les mantisses et les exposants des opérandes, traiter les divers 
as d'ex
eption

(in�nis, nombres � dénormalisés �, et
).

Sur de nombreux pro
esseurs, l'unité de 
al
ul à virgule �ottante est plus puissante que

l'unité de 
al
ul entier. En e�et, il s'agit de la � vitrine � que les 
onstru
teurs développent et

mettent en avant. Il est ainsi important de bien en maîtriser le fon
tionnement pour y intégrer

des algorithmes ou pour améliorer les performan
es des appli
ations. Une bonne 
onnaissan
e

des spé
i�
ités des normes a
tuelles peut permettre d'obtenir de nouveaux développements

très e�
a
es en terme de vitesse ou de pré
ision.

Spé
i�
ations et preuves formelles

Des � plantages � retentissants ont montré que l'arithmétique à virgule �ottante est parfois

di�
ile à manier ou à implanter. Peu d'outils permettent de faire des preuves rigoureuses

sur 
e type de données. Pourtant, grâ
e à la norme Ieee-754, les opérations arithmétiques

sont 
omplètement spé
i�ées 
e qui permet de 
onstruire des preuves d'algorithmes et de

propriétés. Mais il est di�
ile de présenter synthétiquement une preuve fa
e à l'avalan
he de


as parti
uliers générés par 
es 
al
uls. La formalisation des preuves, dans le 
adre de notre


ollaboration ave
 les projets Lemme et Spa
es (Ar
 Ao
), permet d'utiliser un assistant de

preuve tel que Coq

[HKPM97℄

pour garantir que 
haque 
as parti
ulier a été envisagé et traité

[HKPM97℄ G. Huet, G. Kahn, C. Paulin-Mohring, � The Coq Proof Assistant: A Tutorial: Version 6.1 �,

Te
hni
al Report n

o

204, Institut National de Re
her
he en Informatique et en Automatique, Le

Chesnay, Fran
e, 1997, http://www.inria.fr/rrrt/rt-0204.html.
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orre
tement.

Les systèmes tels que Coq permettent de dé�nir de nouveaux objets et de dériver des


onséquen
es formelles de 
es dé�nitions. Grâ
e à la logique d'ordre supérieur, on peut établir

des propriétés sous une forme très générale. Par exemple, nous avons utilisé des quanti�
ateurs

universels pour établir des propriétés indépendamment de la base d'é
riture des nombres à

virgule �ottante ou pour un mode d'arrondi arbitraire. Les preuves sont 
onstruites de façon

intera
tive en guidant l'assistant ave
 des ta
tiques de haut niveau. À la �n de 
haque preuve,

Coq 
onstruit un objet interne qui 
ontient tous les détails des dérivations et garantit que le

théorème est valide.

Arrondi 
orre
t

Dans la norme Ieee-754, l'� arrondi 
orre
t � signi�e que le résultat d'une opération dont

les entrées sont des nombres à virgule �ottante représentés exa
tement en ma
hine doit être


elui qu'on aurait si on avait tout d'abord e�e
tué le 
al
ul � exa
tement � pour ensuite

l'arrondir suivant le mode d'arrondi spé
i�é par l'utilisateur. Cette exigen
e n'apparaît que

pour les quatre opérations arithmétiques et la ra
ine 
arrée. Les fon
tions élémentaires ou

spé
iales n'ont pas besoin d'être 
orre
tement arrondies par
e qu'on a longtemps 
ru qu'une

telle exigen
e était impossible à satisfaire.

Lorsque l'on 
her
he à évaluer une fon
tion élémentaire (sinus, 
osinus, logarithme, expo-

nentielle, et
.), on 
al
ule en fait une approximation très pré
ise de la valeur exa
te sur une

arithmétique à pré
ision �nie. La pré
ision de l'approximation et du format intermédiaire doit

être supérieure à la pré
ision qui 
orrespond au format du résultat �nal. On arrondit ensuite

l'approximation vers le format �nal, en suivant le mode d'arrondi spé
i�é par l'utilisateur. La

question qui se pose à la personne qui veut utiliser 
ette méthode est � Quelle est la pré
ision

du 
al
ul intermédiaire su�sante pour que l'arrondi de l'approximation 
oïn
ide toujours ave


l'arrondi du résultat exa
t ? �. Résoudre 
e problème permettrait de fournir des environnements

où toutes les primitives numériques, y 
ompris les fon
tions élémentaires, sont 
omplètement

spé
i�ées.

Nous avons des bornes raisonnables sur la pré
ision intermédiaire pour 
ertaines fon
tions

algébriques. Nous avons trouvé les � pires 
as �, 
'est-à-dire les valeurs demandant la plus

grande pré
ision lors des 
al
uls intermédiaires, pour 
ertaines fon
tions élémentaires en arith-

métique à virgule �ottante en double pré
ision. Notre travail 
onsiste maintenant à mettre au

point des bibliothèques de 
al
ul de 
es fon
tions ave
 arrondi 
orre
t.

Contr�le et 
orre
tion des erreurs d'arrondi

Les erreurs d'arrondi introduites par 
haque opération arithmétique modi�ent le 
ompor-

tement numérique de 
ertains algorithmes. Elles altèrent la pré
ision du résultat �nal allant

parfois même jusqu'à l'invalider. Elles peuvent dégrader la stabilité de 
ertains algorithmes

pourtant démontrés stables en arithmétique exa
te. Elles peuvent également faire prendre un

� mauvais bran
hement � lors de l'exé
ution d'un test.

L'erreur globale sur le résultat �nal peut être appro
hée en linéarisant l'in�uen
e des erreurs

d'arrondi élémentaires. La 
orre
tion linéaire automatique de Cena étend 
ette te
hnique en
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al
ulant la linéarisation par di�érentiation automatique et en évaluant 
ha
une des erreurs

d'arrondi élémentaires. On dispose ainsi d'un terme 
orre
tif qui, ajouté au résultat �nal, en

améliore la pré
ision.

Cette amélioration n'est pas équivalente à 
elle qui résulterait d'un passage en pré
ision

supérieure. Elle s'applique automatiquement au résultat �nal, mais pour 
ertains algorithmes

on peut aussi 
hoisir de l'appliquer à 
ertaines variables intermédiaires. On 
hange ainsi le


omportement numérique de l'algorithme pour avoir par exemple une meilleure stabilité.

Au lieu de mettre en ÷uvre des outils automatiques qui travaillent sur un 
ode existant, on

peut aussi isoler des pro
édures 
lés sur lesquelles nous travaillons pour fournir une analyse très

�ne et des améliorations ad-ho
. Le produit s
alaire, l'évaluation d'un polyn�me, l'ensemble

des routines dé�nies par les Blas ou les �ltres numériques 
onstituent des routines de 
e type.

Bibliothèques de fon
tions élémentaires

Plusieurs bibliothèques de 
al
ul des fon
tions élémentaires sont a
tuellement disponibles.

Des 
onstru
teurs, tels Sun ou Compaq, dont les pro
esseurs n'intègrent pas 
es fon
tions au

niveau matériel les proposent ave
 leurs 
ompilateurs. Les développeurs de Linux ont eux aussi

proposé plusieurs implantations de la bibliothèque mathématique qui 
ontient les fon
tions

élémentaires. Au
une de 
es fon
tions n'est assez pré
ise pour fournir toujours l'arrondi 
orre
t.

Elles respe
tent toutefois 
ertaines propriétés telles que la monotonie de la fon
tion implantée,

sa symétrie par rapport à 0, s'il y a lieu, et parfois son domaine d'arrivée.

Nous venons de voir que l'implantation d'une bibliothèque 
orre
tement arrondie de fon
-

tions élémentaires en double pré
ision demande le 
al
ul d'une approximation plus pré
ise que

la double pré
ision. Plusieurs bibliothèques seraient 
apables de faire 
es 
al
uls. On trouve

les deux bibliothèques en pré
ision double-double de K. Briggs

2

et de D. Bailey

3

ainsi que

de nombreuses bibliothèques en pré
ision paramétrable, dont la plus �able semble être Mpfr

dont nous reparlerons plus loin.

L'implantation d'une fon
tion élémentaire se dé
ompose en trois phases : la rédu
tion

d'argument, le 
al
ul d'une approximation et la re
onstru
tion du résultat. Nos travaux nous

permettent d'attaquer 
ha
un de 
es problèmes séparément ou dans leur ensemble pour pro-

poser de nouvelles bibliothèques de 
al
ul des fon
tions élémentaires ou une bibliothèque de


al
ul de 
es fon
tions 
orre
tement arrondies en double pré
ision.

Algèbre polynomiale en pré
ision �nie

La puissan
e de 
al
ul et l'omniprésen
e de l'arithmétique à virgule �ottante favorisent

l'exé
ution en arithmétique �nie d'algorithmes intrinsèquement exa
ts. Un problème 
lassique

est 
elui du Pg
d de deux polyn�mes. L'arrondi de représentation sur les 
oe�
ients des

polyn�mes semble déjà à lui seul détruire toutes les propriétés attendues. En fait, on dé�nit

une nouvelle notion de Pg
d adaptée à la pré
ision �nie.

Supposons par exemple que le polyn�me p divise le polyn�me q dans R. Une perturbation

arbitrairement petite d'un 
oe�
ient de p produit presque 
ertainement un polyn�me bp premier

2

http://www.btexa
t.
om/people/briggsk2/doubledouble.html.

3

http://www.ners
.gov/~dhbailey/mpdist/qd/qd.html.
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ave
 q. Deux problèmes similaires, a priori moins di�
iles, sont la divisibilité et la primalité

de deux polyn�mes.

La détermination du Pg
d de deux polyn�mes est don
 un problème mal posé qu'il faut

régulariser. Essayons de formuler 
orre
tement le problème à résoudre. Cher
her le Pg
d � de

l'arithmétique exa
te � n'a pas de sens 
ar la ma
hine ne 
onnaît même pas les polyn�mes p

et q initiaux. Si bp et bq sont la donnée du problème informatique, on 
her
hera un polyn�me

de degré maximum qui divise deux polyn�mes voisins ~p et ~q obtenus par une perturbation

a

eptable sur 
ha
un des 
oe�
ients des polyn�mes d'origine bp et bq. On parle alors d'��Pg
d.

D'autres questions dé
oulent du problème ainsi posé, 
omme le 
hoix des 
ritères de proximité

(
oe�
ients ou ra
ines), les éventuelles restri
tions de perturbations, le 
onditionnement de


es problèmes. . .

Plusieurs notions d'��Pg
d, d'��divisibilité ou d'��primalité sont proposées par la 
om-

munauté du 
al
ul symbolique, 
ertaines asso
iées à des algorithmes de détermination

[KL98,

BL98℄

. Ces notions répondent-elles au problème posé en pré
ision �nie ? Quelle est la �abilité

de 
es algorithmes en pré
ision �nie ? Nous proposons d'étudier 
e type de questions en privilé-

giant une appro
he plus numérique qui utilise l'analyse inverse et ses outils (
onditionnement,

erreur inverse, régularité, pseudo-solutions).

3.3 Algorithmes et arithmétiques

Les besoins en arithmétiques des ordinateurs pour le 
al
ul s
ienti�que sont variés et dé-

passent largement le 
adre de l'arithmétique �ottante en simple ou multiple pré
ision. Pour des


al
uls garantis et l'en
adrement sûr de solutions on utilise des arithmétiques d'intervalles. On

manipule des données impré
ises issues de mesures physiques, on 
her
he à optimiser des 
ri-

tères ou à résoudre un ensemble de 
ontraintes. . . Quand on attend une solution essentiellement

exa
te, on utilise le 
al
ul formel et ses arithmétiques à pré
ision � illimitée � ou symboliques

(
ryptologie, 
ombinatoire, géométrie. . .).

Les grands systèmes généralistes tels que Matlab ou Maple o�rent depuis quelques an-

nées la possibilité de � jongler � ave
 plusieurs de 
es modes de 
al
ul. Le fon
tionnement de


es systèmes est 
onvain
ant et 
eux-
i ont un impa
t substantiel sur la qualité des résultats

obtenus. On atteint 
ependant leurs limites quand il s'agit de développer des modules logi-


iels hautes-performan
es fa
ilement réutilisables 
omme 
omposants d'autres ensembles ou

quand il s'agit aussi de tirer parti d'outils externes existants. C'est dans 
ette démar
he de

développement de bibliothèque et de réutilisation de 
ode que nous nous ins
rivons.

L'utilisation de l'algèbre linéaire s'est généralisée dans de nombreuses bran
hes s
ienti-

�ques. En parti
ulier dans le domaine du 
al
ul exa
t, de nombreux progrès reposent de

manière 
ru
iale sur la fa
ilité d'emploi, l'e�
a
ité et la réutilisation de fon
tionnalités de

base sur les matri
es. D'un point de vue appli
atif, les te
hniques modernes, par exemple en

[KL98℄ N. K. Karmarkar, Y. N. Lakshman, � On approximate GCDs of univariate polynomials �,

Journal of Symboli
 Computation 26, 6, 1998, p. 653�666, Symboli
 numeri
 algebra for polyno-

mials, http://www.idealibrary.
om/links/doi/10.1006/js
o.1998.0232/pdf.

[BL98℄ B. Be
kermann, G. Labahn, � A fast and numeri
ally stable Eu
lidean-like algorithm for

dete
ting relatively prime numeri
al polynomials �, Journal of Symboli
 Computation 26, 6, 1998,

p. 691�714.
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ryptologie

[Odl00, �6℄

, en résolution d'équations polynomiales

[Mou98,Fau99℄

ou en topologie algé-

brique [16℄ (formes normales), se fondent sur des représentations matri
ielles de grandes di-

mensions et stru
turées (matri
es 
reuses, faible rang de dépla
ement, résultants. . .). Ce sont


es aspe
ts qui nous intéressent prin
ipalement. Une fa
ette � plus théorique � 
on
erne la


omplexité et la re
her
he de nouveaux algorithmes. Une fa
ette � plus pratique � veut dif-

fuser les a
quis algorithmiques et améliorer leurs impli
ations logi
ielles par le développement

de bibliothèques. Dans 
e 
ontexte 
e sont les arithmétiques dans des 
orps �nis, des arithmé-

tiques de nombres rationnels ou algébriques et des arithmétiques de polyn�mes qui sont mises

en jeu.

Nos 
ollaborations prin
ipales sont ave
 les projets Inria Apa
he (développement C++),

Spa
es (arithmétique multi-pré
ision) et des 
onta
ts ave
 Galaad (algèbre linéaire). Au

plan international nous parti
ipons à l'a
tion Linbox. Tout en menant des re
her
hes algo-

rithmiques dans les domaines privilégiés que sont l'algèbre linéaire exa
te et l'optimisation

globale ave
 ou sans 
ontraintes, nous nous intéressons à fournir des fon
tionnalités arithmé-

tiques spé
i�ques (mixtes intervalles/multi-pré
ision, 
orps �nis. . .), à l'utilisation et à l'impa
t

d'arithmétiques de diverses provenan
es.

Bibliothèques pour l'arithmétique d'intervalles en pré
ision multiple

Les 
al
uls a
tuels impliquent de plus en plus d'opérations et don
 d'erreurs. On atteint

par exemple les limites de validité théorique de 
ertains algorithmes numériques. Pour retarder

l'o

urren
e de 
es problèmes numériques, on peut 
al
uler en multi-pré
ision, mais le nombre

de 
hi�res 
orre
ts des résultats reste indéterminé. Ave
 une arithmétique par intervalles, les

résultats sont des en
adrements garantis des solutions au sens où elles ne peuvent pas prendre

de valeurs à l'extérieur de 
es intervalles. Cependant les en
adrements fournis peuvent être trop

larges pour que l'information 
al
ulée soit pertinente, et 
e, même si la largeur des intervalles

en entrée (qui 
orrespond à l'impré
ision sur les données) est la pré
ision ma
hine. Une solution

pour obvier à 
e problème 
onsiste à augmenter la pré
ision des 
al
uls.

Le développement d'une bibliothèque e�
a
e pour l'arithmétique d'intervalles en pré
ision

multiple, ainsi que d'une bibliothèque d'algorithmes basés sur 
ette arithmétique, est l'un

des volets de nos travaux. Il faut pour 
ela disposer d'une arithmétique multi-pré
ision ave


arrondis dirigés telle qu'Arithmos

4

ou Mpfr développées par l'Université d'Anvers pour la

première et par le projet Spa
es de l'Inria Lorraine pour la se
onde.

Pour utiliser une telle arithmétique, il faut que les algorithmes implantés puissent tirer

parti de la pré
ision adaptable : se pose alors le problème du 
hoix de la pré
ision adéquate.

En e�et, 
omme les 
al
uls en grande pré
ision sont 
oûteux, il faut n'augmenter la pré
ision de

4

http://win-www.uia.a
.be/u/
ant/arithmos/.

[Odl00℄ A. M. Odlyzko, � Dis
rete logarithms: the past and the future �, Designs, Codes, and Crypto-

graphy 19, 2/3, 2000, p. 129�145, http://www.wkap.nl/arti
le.pdf?253937.

[Mou98℄ B. Mourrain, � Computing the isolated roots by matrix methods �, Journal of Symboli
 Com-

putation 26, 6, 1998, p. 715�738, http://www.idealibrary.
om/links/doi/10.1006/js
o.1998.

0236/pdf.

[Fau99℄ J.-C. Faugère, � A new e�
ient algorithm for 
omputing Gröbner bases F

4

�, Journal of Pure

and Applied Algebra 139, 1-3, 1999, p. 61�88.
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al
ul que quand 
ela est né
essaire. Une solution 
lassique 
onsiste, quand la pré
ision s'avère

insu�sante, à reprendre tout le 
al
ul ave
 une pré
ision supérieure

[Mül00℄

. Les 
ara
téristiques

de 
ertains algorithmes permettent de ne re
ommen
er que les derniers 
al
uls. Typiquement,

le 
ara
tère auto-
orre
teur de l'algorithme de Newton pour la résolution des systèmes non

linéaires autorise un a

roissement de la pré
ision au fur et à mesure des 
al
uls. Ce type de

propriété est à re
her
her pour les algorithmes développés.

Algorithmes numériques en arithmétique d'intervalles

Non seulement les algorithmes de résolution de systèmes linéaires ou non linéaires en arith-

métique d'intervalles sont di�érents des algorithmes numériques 
lassiques, mais de nouveaux

problèmes peuvent être résolus ave
 
ette arithmétique qui 
al
ule sur des ensembles et non

pas sur des nombres. En parti
ulier, le 
al
ul par intervalles permet d'en
adrer des quantités

globales telles que l'image d'un ensemble par une fon
tion. Disposer d'informations globales

permet également de résoudre le problème de l'optimisation globale d'une fon
tion 
ontinue.

Cependant il n'y a pas en
ore de 
onsensus sur les algorithmes d'optimisation globale basés sur

l'arithmétique par intervalles. Essayer et 
omparer les algorithmes existants et éventuellement

proposer de nouveaux algorithmes tirant parti de l'arithmétique par intervalles multi-pré
ision


onstitue l'autre volet de nos travaux sur l'arithmétique d'intervalles.

Algorithmes de 
al
ul pour l'algèbre linéaire formelle

Les méthodes exa
tes en algèbre linéaire sont en nette évolution depuis quelques années.

Cela s'illustre par la 
omplexité des problèmes de base qui évolue en
ore : 
elle du 
al
ul du

polyn�me 
ara
téristique sur un 
orps abstrait K ou sur un 
orps �ni pour des matri
es 
reuses ;


elle de la résolution de systèmes ou du 
al
ul du déterminant sur Q ; 
elle des formes normales

d'Hermite ou de Smith sur Z ou K[x℄. Nous travaillons sur 
es questions.

Au-delà des avan
ées théoriques, un obje
tif est d'arriver aussi à de meilleurs résultats en

pratique. Ces études s'appuient notamment sur des algorithmes ré
ursifs souvent probabilistes

et par blo
s, sur la te
hnique des baby steps / giant steps ainsi que sur la méthode de Lan
zos�

Wiedemann et ses variantes.

Arithmétiques a

essibles depuis Linbox

L'a
tion internationale Linbox

5

(voir �5.10 et �7.2) a été démarrée par E. Kaltofen (North

Carolina State University), B.D. Saunders (Université du Delaware) et G. Villard. Elle est le

pendant logi
iel des études du paragraphe pré
édent. L'obje
tif est l'é
riture d'une bibliothèque

générique, basée sur le � bran
hement � à la demande (plug-and-play) de 
omposants externes

(plug-in).

5

http://www.linalg.org.

[Mül00℄ N. T. Müller, � The iRRAM: Exa
t Arithmeti
 in C++ �, in : 4th International Workshop on

Constru
tivity and Complexity in Analysis, J. Blan
k, V. Brattka, P. Hertling (éditeurs), p. 222�

252, Swansea, United Kingdom, 2000, http://link.springer.de/link/servi
e/series/0558/

papers/2064/20640222.pdf.
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Cette bibliothèque (
f. �4.6) est spé
ialisée pour l'algèbre linéaire exa
te 
reuse et stru
-

turée. Le langage C++ est utilisé pour le noyau de la bibliothèque. Les arguments ayant


onduit à 
e 
hoix sont les avantages du langage (héritage, généri
ité, di�usion, e�
a
ité) ainsi

que les expérien
es respe
tives des équipes parti
ipantes ave
 leurs pré
édents prototypes de

bibliothèques (Givaro

6

pour 
e qui nous 
on
erne).

Les performan
es de la bibliothèque sont parti
ulièrement sensibles aux arithmétiques sous-

ja
entes. Pour les 
orps �nis et leurs extensions algébriques ainsi que pour les entiers et les

polyn�mes, nous expérimentons plusieurs bibliothèques (y 
ompris 
ertaines qui nous sont

propres) et poursuivons le développement.

4 Logi
iels

4.1 Opérateurs arithmétiques pour Fpga

Parti
ipants : Florent de Dine
hin, Jérémie Detrey.

Mots 
lés : 
÷urs arithmétiques, opérateurs arithmétiques, FPGA, JBits, Virtex.

F. de Dine
hin et J. Detrey ont é
rit en Jbits les 
omposants arithmétiques suivants pour

FPGA Xilinx Virtex : multipli
ation par une 
onstante, évaluation de fon
tions arbitraires en

pré
ision de 8 à 24 bits. Ils sont distribués à l'adresse

http://www.ens-lyon.fr/~fdedine
/re
her
he/jbits/.

4.2 Boîte à outils pour le 
al
ul en pré
ision multiple ave
 l'arithmétique

�ottante

Parti
ipants : Sylvie Boldo, Mar
 Daumas, Claire Moreau-Finot.

Mots 
lés : virgule �ottante, pré
ision multiple, expansion, adaptatif.

Le 
al
ul en pré
ision multiple réalise des opérations sur des nombres dont la pré
ision est

plus grande que 
elle implantée en ma
hine. Dans la plupart des appli
ations, on sto
ke un

nombre en pré
ision multiple grâ
e à un tableau de nombres entiers d

i

, que l'on pourra appeler


hi�res, et que l'on interprète dans une grande base �, par exemple � = 2

32

. Le tableau a alors

pour valeur

X

d

i

�

i

ave
 d

i

2 f0; � � � � � 1g:

Par 
ontre, dans notre travail, on manipule un nombre sto
ké 
omme un tableau de nombres

à virgule �ottante 


i

. On interprète le tableau par

X




i

ave
 


i

= n

i

� 2

e

i

où (n

i

; e

i

) 2 Z

2

:

Les opérateurs ne manipulent plus des nombres entiers, mais des nombres à virgule �ottante.

Nous avons 
ontinué à étudier les opérateurs de 
al
ul dans 
e 
ontexte, pour les rendre plus

e�
a
es et permettre une appro
he adaptative. Cela signi�e que l'opérateur ne 
al
ule pas

6

http://www-apa
he.imag.fr/software/givaro.
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dire
tement le résultat à partir de toutes les 
omposantes des entrées, mais 
al
ule petit à

petit les 
omposantes du résultat en fon
tion des besoins et des 
omposantes disponibles. Nous

avons �nalisé la bibliothèque de 
al
ul sur les expansions.

Grâ
e au travail présenté au point 5.5, notre 
ode en C s'a

ompagne maintenant de preuves

validées en Coq qui permettent de garantir le bon fon
tionnement des algorithmes implantés.

4.3 Cal
ul des fon
tions élémentaires en pré
ision multiple

Parti
ipants : Mar
 Daumas, Claire Finot-Moreau.

Mots 
lés : virgule �ottante, erreurs d'arrondi, fon
tions élémentaires.

Nous avons rendu disponible la bibliothèque de 
al
ul des fon
tions élémentaires développée

l'année dernière en rempla
ement des fon
tions de la bibliothèque de D. Bailey. Elle se trouve

à l'adresse

http://www.ens-lyon.fr/LIP/Arenaire/News/Double-Double/.

L'utilisateur peut télé
harger le programme Maple utilisé pour véri�er les étapes de 
on
eption

ou in
lure de nouvelles fon
tions.

4.4 Interfa
e C++ pour la bibliothèque MPFR à pré
ision multiple

Parti
ipant : Nathalie Revol.

Mots 
lés : bibliothèque C++, interfa
e, MPFR.

Mpfr++ est une interfa
e C++ pour la bibliothèque Mpfr développée par le projet

Spa
es de l'Inria Lorraine. Elle est disponible à l'adresse

http://www.ens-lyon.fr/~nrevol/nr_software.html.

F. Ba
keljauw, membre du projet Arithmos à l'Université d'Anvers en Belgique, utilise

Mpfr++.

4.5 Bibliothèque d'arithmétique par intervalles à pré
ision multiple

Parti
ipant : Nathalie Revol.

Mots 
lés : bibliothèque C et C++, arithmétique par intervalles, MPFI.

Mpfi (Multiple Pre
ision Floating-point Interval arithmeti
 library) est une bibliothèque

d'arithmétique par intervalles multi-pré
ision basée sur Mpfr, en C, 
o-développée ave


F. Rouillier. Une interfa
e C++, très semblable à Mpfr++, sera pro
hainement 
onstruite.

Ce développement de logi
iels s'e�e
tue en étroite 
ollaboration ave
 les membres de Spa
es.

On le trouve également à l'adresse

http://www.ens-lyon.fr/~nrevol/nr_software.html.

F. Rouillier utilise Mpfi pour l'isolation des ra
ines réelles de polyn�mes de grands degrés.

En�n, M. Martel et S. Putot, du List/Dtsi/Sla/Lsl au Cea à Sa
lay, sont 
hargés d'une
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étude de sé
urité de logi
iels utilisés par Aérospatiale. E. Goubault est le 
hef de projet et ils

utilisent une arithmétique par intervalles multi-pré
ision.

4.6 Algèbre linéaire formelle et arithmétiques adaptées dans la

bibliothèque Linbox

Parti
ipant : Gilles Villard.

Mots 
lés : arithmétique exa
te, 
orps �nis, algorithmes probabilistes, méthode de

Lan
zos�Wiedemann, bibliothèque C++.

Un prototype de la bibliothèque Linbox (voir la se
tion 3.3) est disponible en interne. Les


odes sont en a

ès partagé (Cvs) pour les di�érents sites impliqués (voir �7.2). Nous avons

parti
ipé à la 
on
eption de l'interfa
e utilisateur. La bibliothèque se veut générique relati-

vement aux matri
es utilisées et aux domaines de leurs 
oe�
ients. Elle repose sur la notion

d'ar
hétype (
lasses virtuelles C++ 
orrespondant au 
on
ept d'interfa
e en Java proposées

par Kaltofen et Turner) pour représenter l'interfa
e standard et sur la notion d'adaptateur

� wrapper � pour que 
haque 
omposant externe sous
rive à 
ette interfa
e standard. Ces

aspe
ts ont été stabilisés en 2001, 
e qui permet des tests ave
 des bibliothèques externes telles

que Alp

7

ou Ntl

8

. Dans le 
adre de la thèse de J.G. Dumas (Laboratoire Id � Projet Apa
he

Inria) nous avons parti
ipé aux expérimentations de pré-
onditionnements ainsi qu'au déve-

loppement de logi
iel pour les méthodes de Lan
zos et de Wiedemann, s
alaires ou par blo
s.

Ce
i a abouti aux résultats expérimentaux 
ités au �5.10 pour des 
al
uls d'homologie.

5 Résultats nouveaux

5.1 Méthodes à base de tables

Parti
ipants : Florent de Dine
hin, Arnaud Tisserand.

Mots 
lés : évaluation de fon
tions, tables.

Résumé : Nous avons généralisé et amélioré les méthodes à bases de tables et d'ad-

ditions pour l'évaluation de fon
tions à un argument en pré
ision faible à moyenne

(jusqu'à 24 bits). Notre méthode multipartite donne des ar
hite
tures plus petites et

plus rapides qu'ave
 les méthodes pré
édemment 
onnues.

F. de Dine
hin et A. Tisserand ont amélioré les résultats de deux papiers ré
ents

[SS99,Mul99℄

.

Cha
un de 
es papiers présentait une méthode d'évaluation des fon
tions élémentaires à base

de tables et d'additions uniquement. L'uni�
ation de 
es deux méthodes fait apparaître un

7

http://www-sop.inria.fr/galaad/logi
iels/ALP.

8

http://www.shoup.net/ntl.

[SS99℄ M. J. S
hulte, J. E. Stine, � Approximating elementary fun
tions with symmetri
 bipartite

tables �, IEEE Transa
tions on Computers 48, 8, 1999, p. 842�847.

[Mul99℄ J.-M. Muller, � A few results on table based methods �, Reliable Computing 5, 3, 1999.
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espa
e de re
her
he plus vaste que 
eux étudiés par les auteurs pré
édents, dans lequel on peut

trouver une solution meilleure. Cette méthode uni�ée donne ainsi des opérateurs jusqu'à deux

fois plus petits que 
eux pré
édemment publiés. Ces résultats ont été présentés à la 
onféren
e

Arith 15 [45, 29℄.

Le remplissage de 
ha
une des tables obtenues implique un arrondi et la méthode garantit

que la somme de 
es erreurs d'arrondi reste inférieure à un bit du résultat �nal. Cependant,

elle utilise les pires 
as d'arrondis pour déterminer 
es erreurs. Les tables étant petites, il arrive

souvent que l'on soit loin du pire 
as. F. de Dine
hin a en
adré un projet étudiant dont l'objet

était une interfa
e graphique permettant de re
her
her plus �nement la solution optimale.

Cette interfa
e permet en
ore une rédu
tion de la taille des tables jusqu'à 10%.

5.2 Opérateurs arithmétiques pour Fpga

Parti
ipants : Florent de Dine
hin, Arnaud Tisserand, Guillaume Melquiond, Jérémie

Detrey.

Mots 
lés : FPGA, 
ir
uits re
on�gurables, opérateurs à virgule �ottante IEEE.

Résumé : Nous avons implanté et analysé la méthode multipartite sur les Fpga

Xilinx Virtex en utilisant le système de développement Jbits. Nous avons également

mis en ÷uvre une bibliothèque Vhdl d'opérateurs �ottants 
onformes à la norme

Ieee-754.

F. de Dine
hin a en
adré le stage de première année de magistère de J. Detrey visant

à implanter les méthodes à base de tables et d'additions sur Fpga (voir se
tion 4.1). Sa

spé
i�
ité était d'utiliser le système Jbits développé par Xilinx. Le 
omposant Fpga fon
tionne

et J. Detrey a étudié plusieurs méthodes de 
ompression des tables pour l'optimiser. Le résultat

de 
es travaux est un 
omposant o�rant, par exemple, des sinus rapides jusqu'à 20 bits de

pré
ision, alors que les bibliothèques 
onstru
teur ne vont que jusqu'à 10 bits. Un arti
le est

soumis à la 
onféren
e Raw 2002.

G. Melquiond, en
adré par A. Tisserand, a réalisé dans le 
adre de son stage de six semaines

en première année du magistère d'informatique, une bibliothèque Vhdl synthétisable d'opéra-

teurs en virgule �ottante. Un additionneur et un multiplieur ont été testés sur un 
ir
uit Virtex.

Ces opérateurs sont 
onformes à la norme Ieee-754 en simple pré
ision sauf pour la gestion

des nombres dénormalisés. C'est à notre 
onnaissan
e la première bibliothèque synthétisable

sur Fpga qui gère totalement les problèmes d'arrondi et des valeurs ex
eptionnelles (in�nis,

Not a Number). La surfa
e obtenue pour les opérateurs de 
ette bibliothèque est légèrement

meilleure que 
elle des autres travaux du domaine. Pour 
e qui est de la vitesse, elle est 30%

moins bonne mais en intégrant l'arrondi et la gestion des valeurs ex
eptionnelles. Il nous reste

en
ore à optimiser la vitesse et nous pensons soumettre 
e travail à une 
onféren
e dès le début

2002.
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5.3 Opérateurs arithmétiques asyn
hrones

Parti
ipants : Ni
olas Boullis, Arnaud Tisserand.

Mots 
lés : 
ir
uits asyn
hrones, multiplieurs/additionneurs rapides, algorithmes de

division.

Résumé : Les 
ir
uits asyn
hrones permettent d'obtenir des solutions radi
ale-

ment di�érentes de 
elles utilisées habituellement en arithmétique des ordinateurs

matérielle. Dans 
e 
adre, nous avons travaillé sur la réalisation d'opérateurs arith-

métiques pour la multipli
ation/addition fusionnée et la division.

A. Tisserand a étudié la réalisation d'un opérateur asyn
hrone pour la multipli
ation et

addition fusionnée (
apable de faire l'opération p = a� b+ 
). Ce travail s'est intégré dans une


ollaboration ave
 la division Advan
ed Designs and Tools de la so
iété St Mi
roele
troni
s à

Crolles. Dans 
e 
adre, un multiplieur/additionneur a été 
omplètement réalisé pour la version

asyn
hrone du pro
esseur St 20. Les premiers résultats de simulation éle
trique font état d'une

vitesse supérieure à 700 MHz sans au
un étage de pipeline. Les travaux sur le sujet 
ontinuent

et feront l'objet d'une soumission à la 
onféren
e Asyn
 2002.

Lors de son stage de Dea, N. Boullis a étudié l'implantation d'algorithmes de division sur


ir
uits asyn
hrones. Il a réalisé un simulateur spé
i�que permettant d'utiliser des des
riptions

�nes au niveau des portes logiques des opérateurs. Il a 
omplètement dé
rit et 
omparé toute

une gamme d'opérateurs de division basés sur des algorithmes à ré
urren
e sur les 
hi�res du

quotient. Les résultats de 
ette étude montrent que l'on peut réaliser des diviseurs asyn
hrones

tout aussi rapides qu'en syn
hrone mais ave
 un matériel bien moindre. En parti
ulier, le


odage redondant des restes partiels n'est pas utile pour obtenir les meilleures performan
es.

Ce travail a été présenté à la 
onféren
e Spie 2001 dans un arti
le é
rit en 
ollaboration ave


A. Tisserand [41, 25℄.

5.4 Propriétés de l'arithmétique à virgule �ottante

Parti
ipants : Mar
 Daumas, Philippe Langlois.

Mots 
lés : virgule �ottante, 
orre
tion, erreur d'arrondi.

Résumé : Nous présentons de nouvelles propriétés sur l'addition de deux nombres

à virgule �ottante. Ces propriétés entrent en ÷uvre dans la qualité de méthodes


orre
tives telles que Cena.

Nous 
ontinuons une a
tivité d'exploration des propriétés de l'arithmétique à virgule �ot-

tante. Le travail de l'étude présenté en 
onféren
e et dans la revue T
s [43, 27, 14℄ permet de

mieux 
omprendre les limites des méthodes 
orre
tives 
omme Cena. Il s'agit d'une méthode

dont nous reparlons au point 5.7 où le résultat est évalué puis 
orrigé ave
 un terme 
al
ulé

automatiquement. Il apparaît très vite que 0 joue un r�le à part.

Si le résultat exa
t à trouver est 0, il su�t que la 
orre
tion ~x soit opposée au premier

résultat appro
hé bx pour que le résultat �nal Æ(bx+~x) soit juste. Par 
ontre, si le résultat exa
t
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est très petit devant le premier résultat appro
hé, la meilleure 
orre
tion possible est en
ore

l'opposé du résultat appro
hé, et l'on trouve 0 et pas le résultat exa
t.

On isole trois régions : si le résultat appro
hé et le résultat exa
t sont très pro
hes, nous

sommes dans le 
as que l'on pourrait appeler normal où la 
orre
tion 
ompense de petites

erreurs de 
al
uls ; si le résultat appro
hé est beau
oup plus petit que le résultat exa
t, la


orre
tion ne pourra être e�
a
e que si le terme 
orre
tif est très pro
he du résultat �nal, 
ela

signi�e que le 
al
ul est en fait réalisé dans la phase de 
orre
tion ; en�n, si le résultat appro
hé

est beau
oup plus grand que le résultat exa
t, le pro
essus ne peut renvoyer au mieux que 0.

5.5 Formalisation des spé
i�
ations et preuves en arithmétique à virgule

�ottante

Parti
ipants : Sylvie Boldo, Mar
 Daumas.

Mots 
lés : virgule �ottante, preuve d'algorithmes, erreurs d'arrondi, arithmétique

exa
te, pré
ision multiple, expansion, division, géométrie algorithmique.

Résumé : Nous travaillons à la preuve formelle de propriétés et d'algorithmes

en arithmétique à virgule �ottante. Ce
i est rendu possible grâ
e aux spé
i�
ations

fournies par la norme Ieee-754.

Grâ
e à notre 
ollaboration dans le 
adre de l'a
tion de re
her
he 
oopérative Inria Ao
, et

en parti
ulier au travail de L. Théry (Inria Sophia), nous avons maintenant un 
ertain nombre

de dé�nitions et théorèmes sur l'arithmétique à virgule �ottante a

essibles sous l'outil Coq.

Les résultat sont présentés sous la forme la plus générale possible, par exemple indépen-

damment de la base ou du mode d'arrondi. La spé
i�
ation suit un 
hemin de preuve passant

par des résultats intermédiaires 
onnus et do
umentés dans la littérature. Cette appro
he nous

garantit qu'un le
teur extérieur à notre développement pourra en extraire du savoir sans devoir

d'abord se familiariser ave
 tout notre formalisme.

Utilisateurs des bibliothèques existantes, 
omme par exemple 
elle sur les nombres réels,

nous avons aussi rendu disponibles 
ertains théorèmes manquants. L'état a
tuel de nos preuves

peut être 
onsulté à l'adresse

http://www-sop.inria.fr/lemme/AOC/
oq/.

Ces travaux ont été utilisés dans la validation de nos outils pour le 
al
ul en pré
ision

multiple ave
 l'arithmétique �ottante (voir se
tion 4.2). Les travaux ont été présentés dans

deux 
onféren
es dont Tphol et sont envoyés pour publi
ation dans une revue [44, 28, 23℄.

5.6 Cal
ul des fon
tions élémentaires

Parti
ipants : David Defour, Jean-Mi
hel Muller.

Mots 
lés : virgule �ottante, erreurs d'arrondi, dilemme du fabri
ant de tables,

fon
tions élémentaires.
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Résumé : Nos algorithmes et programmes permettant de 
onstruire les pires 
as

pour le dilemme du fabri
ant de tables nous ont permis de 
ontinuer à obtenir 
es

pires 
as pour la � double pré
ision �, pour des fon
tions non étudiées l'année

pré
édente. Ces pires 
as nous permettent de 
onstruire une bibliothèque 
al
ulant

les fon
tions élémentaires ave
 � arrondi 
orre
t �.

V. Lefèvre, qui a soutenu sa thèse au sein de notre projet en 2000 et qui est maintenant

Chargé de Re
her
he à l'Inria Lorraine, a mis au point un algorithme et une � batterie � de

programmes permettant de 
onstruire les pires 
as, pour le format virgule �ottante � double

pré
ision � du dilemme du fabri
ant de tables (voir rapport d'a
tivité 2000). Nous avons publié

les résultats obtenus à l'o

asion de la 
onféren
e Arith 15 [35℄.

Les pires 
as nous permettent de mettre au point des algorithmes rapides de 
al
ul des

fon
tions élémentaires ave
 arrondi 
orre
t. Un premier algorithme, dédié à la fon
tion expo-

nentielle, a été proposé par D. Defour et J-M. Muller [31, 15℄.

Lorsque l'on évalue des fon
tions trigonométriques, la rédu
tion d'argument est la phase

initiale qui permet de se ramener à l'intervalle de 
onvergen
e de l'algorithme utilisé. V. Lefèvre

et J-M. Muller ont proposé un algorithme de rédu
tion d'argument � à la volée �, destiné à une

implantation matérielle rapide [21℄, tandis qu'en 
ollaboration ave
 P. Kornerup (Université

d'Odense au Danemark), D. Defour, J-M. Muller et N. Revol travaillent sur des algorithmes de

rédu
tion d'argument très pré
is, destinés à une implantation logi
ielle garantissant un arrondi


orre
t [30℄.

En 
ollaboration ave
 J.A. Pineiro et J.D. Bruguera, de l'université de Santiago de Com-

postella (à l'o

asion d'une visite au LIP de 3 mois de J.A. Pineiro), J-M. Muller a proposé

un petit opérateur matériel dédié à l'évaluation de fon
tions [36, 37℄.

T. Lang de l'Université de Californie à Irvine et J-M. Muller ont également obtenu des

résultats sur le dilemme du fabri
ant de tables lorsque la fon
tion 
al
ulée est algébrique [34℄.

5.7 La méthode Cena

Parti
ipants : Philippe Langlois, Nathalie Revol.

Mots 
lés : Corre
tion linéaire des erreurs d'arrondi, virgule �ottante.

Résumé : La méthode Cena automatise la 
orre
tion linéaire des erreurs d'ar-

rondi pour améliorer la pré
ision du résultat et la stabilité de 
ertains algorithmes

numériques. Les résultats obtenus 
ette année permettent une interprétation appro-

fondie de la validité théorique de la méthode, de son e�
a
ité et des limites de son

appli
abilité.

Les résultats obtenus l'an passé 
on
ernaient la validation théorique, l'interfaçage ave
 une

autre méthode automatique et l'utilisation de la di�érentiation automatique pour la méthode

Cena. Cette année 2001 a d'abord permis d'approfondir la validité théorique du prin
ipe de


orre
tion linéaire en pré
ision �xée. Nous prouvons que la 
orre
tion linéaire en pré
ision

�xée u permet de 
al
uler un résultat de pré
ision optimale (u) tant que le 
onditionnement

de la solution n'ex
ède pas 1=u. Au-delà, la 
orre
tion linéaire en pré
ision �xée u se 
omporte


omme un 
al
ul en pré
ision double u

2

[18℄. Ce résultat illustre la di�éren
e entre 
orre
tion
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à pré
ision �xée et doublement de pré
ision. Nous véri�ons 
e 
omportement général sur une

famille générique de matri
es triangulaires arbitrairement mal 
onditionnées dé�nie à 
et e�et

dans [18℄.

En 2000, nous avons montré l'intérêt 
omplémentaire de la méthode sto
hastique Cesta


sur laquelle travaillent J-M. Chesneaux et J. Vignes du LIP6 et de la méthode Cena. Nous

lo
alisons dynamiquement les parties de 
ode responsables de l'instabilité numérique que nous


orrigeons ensuite automatiquement en appliquant la méthode Cena. L'e�
a
ité de 
ette

appro
he était illustrée sur un 
al
ul de ra
ine polynomiale mal 
onditionnée. Dans [47℄, nous

étendons 
ette étude à la validation d'un tel résultat en intégrant en parti
ulier l'analyse du


al
ul par arithmétique d'intervalles en pré
ision �xe et en pré
ision variable grâ
e à la librairie

Mpfi (voir point 5.9).

Les résultats de 
es trois dernières années nous permettent de présenter la synthèse [19℄

des prin
ipales propriétés de la méthode Cena dans le 
adre plus général de l'augmentation

automatique de la pré
ision des résultats.

L'automatisation de la 
orre
tion linéaire s'appuie sur la di�érentiation automatique (des

parties) du 
ode à 
orriger. En 
ollaboration ave
 Th. Bra
onnier (Université de l'Iowa), nous

avons proposé une stratégie de parallélisation adaptée à la 
orre
tion automatique qui a été

implantée 
ette année en Fortran 90 et Mpi. Les premières expérimentations fournissent des

speed up prometteurs et sont a
tuellement poursuivies.

5.8 Algèbre polynomiale en pré
ision �nie

Parti
ipants : Stef Graillat, Philippe Langlois, Gilles Villard.

Mots 
lés : �-pseudozéros, �-PGCD, polyn�mes à 
oe�
ients ou ra
ines appro
hés.

Résumé : Nous 
onsidérons quelques problèmes d'algèbre polynomiale en pré
ision

�nie : polyn�me le plus pro
he d'un polyn�me donné, primalité et Pg
d de poly-

n�mes à 
oe�
ients ou ra
ines enta
hés d'une in
ertitude. Nous étudions 
omment

la notion d'�-pseudozéros peut permettre de répondre à 
es problèmes.

Les �-pseudozéros dé�nissent l'ensemble des zéros des polyn�mes pro
hes (à la distan
e

�) d'un polyn�me donné. Peu de travaux ont utilisé 
ette notion dé�nie par R. Mosier

[Mos86℄

pourtant similaire à 
elle de pseudospe
tre largement appliquée en algèbre linéaire numérique.

On pourra voir par exemple L. Trefethen

[Tre99℄

pour des référen
es.

S. Graillat, dans son stage de Dea en
adré par Ph. Langlois en 
ollaboration ave
 G. Vil-

lard, a étudié l'intérêt des �-pseudozéros pour résoudre quelques problèmes d'algèbre poly-

nomiale en pré
ision �nie. Il a généralisé un algorithme de 
al
ul des pseudozéros en norme

presque quel
onque, 
e qui fournit ainsi la forme expli
ite et simpli�ée du polyn�me pro
he


her
hé par

[HKL99℄

. Cet algorithme permet aussi de déterminer la primalité de deux polyn�mes

[Mos86℄ R. G. Mosier, � Root neighborhoods of a polynomial �, Mathemati
s of Computation 47, 175,

1986, p. 265�273.

[Tre99℄ L. N. Trefethen, � Computation of pseudospe
tra �, A
ta Numeri
a 8, 1, 1999, p. 247�295.

[HKL99℄ M. A. Hitz, E. Kaltofen, Y. N. Lakshman, � E�
ient algorithms for 
omputing the nearest

polynomial with a real root and related problems �, in : Pro
eedings of the 1999 International



Projet ARENAIRE 23

à 
oe�
ients appro
hés de façon géométrique et simple. Une note aux Cras en �n de réda
tion

présente 
es di�érents résultats.

Ces premiers développements très en
ourageants vont être poursuivis en prenant en 
ompte

l'e�et de la pré
ision �nie dans les algorithmes de résolution et non plus simplement dans la

dé�nition du problème.

5.9 Arithmétique d'intervalles en pré
ision multiple

Parti
ipant : Nathalie Revol.

Mots 
lés : arithmétique par intervalles en pré
ision multiple, algorithme de Newton

par intervalles, adaptation automatique de la pré
ision.

La bibliothèque Mpfi (voir �4.5) d'arithmétique par intervalles en pré
ision multiple per-

met de revisiter 
ertains algorithmes numériques, en parti
ulier l'algorithme de Newton pour

la re
her
he des ra
ines d'une fon
tion à une seule variable [39℄. La pré
ision est adaptée auto-

matiquement de façon à 
al
uler sans que les erreurs d'arrondi ne soient prépondérantes et à

atteindre la pré
ision requise pour les résultats. Le 
ritère d'arrêt peut être 
elui que l'on utili-

serait ave
 une arithmétique idéale, puisque l'on peut imposer une pré
ision absolue arbitraire

simultanément sur tous les résultats. En�n les résultats usuels sur la vitesse de 
onvergen
e

s'appliquent : 
onvergen
e quadratique dans le 
as d'une ra
ine simple (si l'évaluation de la

dérivée n'est pas nulle) et plus lente sinon [47℄.

Une introdu
tion à l'arithmétique par intervalles et à quelques algorithmes numériques

développés pour 
ette appro
he a été publiée dans [22℄.

5.10 Algèbre linéaire formelle

Parti
ipant : Gilles Villard.

Mots 
lés : arithmétique exa
te, 
orps �nis, algorithmes probabilistes, méthode de

Lan
zos�Wiedemann.

Nous avons amélioré la 
omplexité du 
al
ul du déterminant d'une matri
e de Z

n�n

. Pour

le 
oût binaire, la seule borne 
onnue était O(n

!+1

log jjAjj) (O

~

(n

e

1

) signi�e O(n

e

1

log

e

2

n)

pour un 
ertain e

2

), 
ette borne pouvant être vue 
omme le produit d'un 
oût arithmétique

n

!

(! étant l'exposant du produit de matri
es) par une taille d'entiers O

~

(n log jjAjj). Nous

avons prouvé que 
e produit n'est pas représentatif de la 
omplexité du problème. Après

une rédu
tion d'un fa
teur

p

n en 
ollaboration ave
 W. Eberly et M. Giesbre
ht [32℄, nous

proposons ave
 E. Kaltofen un algorithme qui réduit le 
oût au pire d'un fa
teur n

2=3

[33℄.

Autrement dit, 
ette méthode probabiliste de type Las Vegas a un 
oût de O

~

(n

2:698

log jjAjj)

pour ! < 2:376. Dans le rapport de re
her
he [49℄, ave
 
omme 
o-auteurs B.D. Saunders

et A. Storjohann, nous proposons un 
erti�
at pour le 
al
ul du rang d'une matri
e. Sur un


orps réel, 
e 
erti�
at permet de � transformer � 
ertains algorithmes probabilistes de type

Symposium on Symboli
 and Algebrai
 Computation, p. 205�212, Van
ouver, British Columbia,

1999, http://www.a
m.org/pubs/arti
les/pro
eedings/issa
/309831/p205-hitz/p205-hitz.

pdf.
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Monte Carlo en algorithmes de type Las Vegas. Ce
i améliore en parti
ulier � en faisant appel

aux résultats pré
édents sur le déterminant � la 
omplexité du 
al
ul du rang d'une matri
e

entière.

Sur le thème de l'algorithmique des matri
es stru
turées, ave
 J.G. Dumas et B.D. Saunders

nous avons produit un nouvel algorithme pour le 
al
ul de la forme normale de Smith de

matri
es entières. J.G. Dumas a mené des expérimentations qui en démontrent l'intérêt pratique

pour des 
al
uls d'homologie

[BBL

+

99℄

impliquant des matri
es 
reuses de dimensions jusqu'à

plusieurs 
entaines de milliers [16℄.

Quant à l'algorithmique des matri
es sur des 
orps �nis nous proposons dans un arti
le

à six auteurs [12℄ un tour d'horizon et une 
lassi�
ation des méthodes 
ourantes de pré-


onditionnement algébrique (modi�
ation de propriétés algébriques et non numériques). Nous y

avons également poursuivi l'étude et l'amélioration de pré-
onditionneurs stru
turés (Toeplitz,


reux. . .).

Les résultats nouveaux sur le plan logi
iel ont été implantés dans la bibliothèque Linbox

(voir �4.6).

6 Contrats industriels (nationaux, européens et internationaux)

6.1 St Mi
roele
troni
s

Parti
ipants : Jean-Mi
hel Muller, Arnaud Tisserand.

Mots 
lés : algorithmes de division.

Suite au 
ontrat ave
 la division 
ompilation de St Mi
roele
troni
s 
ommen
é en 2000,

notre travail sur les algorithmes de division pour les pro
esseurs Dsp a été intégré dans la

version de juin 2001 du 
ompilateur vendu par St Mi
roele
troni
s pour le Dsp St 120. Nous

travaillons toujours sur 
e projet. Un nouveau 
ontrat est en préparation. Un arti
le 
ommun

sur 
e sujet sera pro
hainement soumis pour publi
ation.

6.2 Posi
 sa

Parti
ipant : Arnaud Tisserand.

Dans le 
adre d'un 
ontrat entre l'Inria et la so
iété Posi
 sa (Neu
hâtel, Suisse), nous

avons étudié et implanté sur 
ir
uits programmables Fpga un algorithme d'interpolation pour

un 
apteur de position. Cet algorithme est basé sur des primitives arithmétiques spé
ialement


onçues et optimisées pour 
e problème. Le travail réalisé dans 
e 
ontrat sera utilisé par la

so
iété Posi
 sa pour une pré-série de 
es produits.

[BBL

+

99℄ E. Babson, A. Bjöerner, S. Linusson, J. Shareshian, V. Welker, � Complexes of not

i-
onne
ted graphs �, Topology 38, 2, 1999, p. 271�299.
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6.3 Xilinx

Parti
ipants : Florent de Dine
hin, Arnaud Tisserand.

Lors d'une nouvelle 
ampagne de donation, la so
iété Xilinx a donné à l'Ens Lyon un

nouveau 
ir
uit Fpga (valeur d'environ 15kF) pour les travaux de re
her
he du projet Arénaire.

La 
ontrepartie est la publi
ation sur le web des réalisations e�e
tuées sur 
e 
ir
uit.

6.4 Itanium (Hp-Intel) 
onjointe ave
 le projet Spa
es, Inria-Lorraine

Parti
ipants : David Defour, Jean-Mi
hel Muller, Nathalie Revol.

Une réponse 
ommune à l'équipe Arénaire et au projet Spa
es de l'Inria Lorraine a

été élaborée pour l'appel lan
é par Hp et Intel, pour mettre à disposition des projets retenus

des ordinateurs équipés de pro
esseurs Itanium Ia 64. Elle porte sur l'évaluation de la qualité

et des performan
es des 
al
uls �ottants et entiers (via les bibliothèques Mpfr et Mpfi) et

sur une proposition de bibliothèque, dédiée à 
e pro
esseur, de 
al
ul ave
 arrondi 
orre
t

des fon
tions élémentaires. Notre proposition a été a

eptée en septembre 2001, et nous avons

obtenu deux ma
hines (une pour Arénaire et une pour Spa
es) à base d'Itanium.

6.5 Itanium (Hp-Intel) 
onjointe ave
 l'Université de Perpignan

Parti
ipant : Philippe Langlois.

Mots 
lés : IA-64, haute pré
ision, 
orre
tion automatique.

Un se
ond projet a été proposé à l'appel d'o�re Itanium (HP-Intel) dans le 
adre d'une


ollaboration s
ienti�que entre l'équipe Arénaire et l'Université de Perpignan que Ph. Langlois

rejoint à partir du 01/10/01. Il s'agit d'étudier l'impa
t de 
ertaines nouvelles fa
ilités de


ette famille de pro
esseurs (instru
tion FMA et support 64 bits) sur le 
al
ul des erreurs

d'arrondis élémentaires et son appli
ation à la méthode CENA. Cette proposition a été a

eptée

en septembre 2001, et nous avons obtenu une ma
hine à base d'Itanium qui sera utilisée à

Perpignan.

7 A
tions régionales, nationales et internationales

7.1 A
i Jeunes Cher
heurs

Parti
ipants : Florent de Dine
hin, Arnaud Tisserand.

Grâ
e au �nan
ement a

epté en 2000 sur une � A
i jeunes 
her
heurs � du Menrt, nous

avons a
heté une ma
hine rapide et des outils de Cao pour nos re
her
hes sur le thème :

arithmétique sur Fpga.
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7.2 A
tion Linbox

Parti
ipants : Gilles Villard, Pas
al Giorgi.

Mots 
lés : algèbre linéaire, 
orps �nis, bibliothèque C++.

En 
ollaboration internationale dans le groupe Linbox (http://www.linalg.org) de onze


her
heurs sur 
inq sites (Calgary, Lyon�Grenoble, Newark, Raleigh, Waterloo�London), nous

menons nos re
her
hes sur le développement d'algorithmes e�
a
es en algèbre linéaire, sur leur

tradu
tion en une bibliothèque de programmes et sur l'interfaçage de 
ette bibliothèque ave


les logi
iels de 
al
ul s
ienti�que les plus 
ouramment utilisés. Le projet a démarré grâ
e à

une a
tion in
itative Cnrs / Nsf (1998-2000). Cette première phase a 
onduit à des é
hanges

de do
uments et de 
odes (Cvs, Web internes), au développement d'un prototype de biblio-

thèque interne, en l'organisation de ren
ontres de travail régulières (11 ren
ontres en Fran
e ou

sur un des sites améri
ains ou 
anadiens) et à plusieurs publi
ations 
ommunes de nouveaux

algorithmes. La deuxième phase du projet a débuté 
ourant 2001. Elle est soutenue 
omme

a
tion in
itative JemSti
 du Cnrs ainsi que par le Bqr Ens de Lyon et par la Nsf 
�té

nord-améri
ain. Cette deuxième phase a pour obje
tif de rendre publi
s les 
odes Linbox

(voir �4.6).

7.3 Séjour Or

a

G. Villard a été invité à séjourner de février à avril 2001 
omme Or

a Resear
h Chair

in Computer Algebra à l'Université de London, Ontario (http://www.or

a.on.
a/files/

resear
h.html). Ce séjour a renfor
é les 
ollaborations ave
 M. Giesbre
ht, A. Storjohann et

G. Labahn (Or

a).

7.4 Contrat européen INCO-DAPPI

Parti
ipant : Nathalie Revol.

Mots 
lés : parallélisme, parallélisation d'appli
ations irrégulières.

Le 
ontrat européen In
o-Dappi (Développement d'Algorithmes Parallèles pour des Pro-

blèmes Irréguliers, du 01-11-1998 au 31-10-2001) a été 
on
lu entre les universités de Mons

(Belgique, 
oordinateur du projet : P. Manneba
k), Lille (Fran
e, 
o-responsable : N. Revol)

et Oujda (Maro
, 
o-responsable : M. Daoudi). Il a pour but de favoriser la dissémination

des 
onnaissan
es et te
hniques nouvelles en parallélisme auprès du partenaire méditerranéen.

Cet é
hange 
onsiste d'une part en le 
o-en
adrement en thèse de deux étudiants maro
ains

(soutenan
es 28/09/01) et d'autre part en l'organisation de deux manifestations au Maro
 :

une é
ole d'automne (o
tobre 1999) et une 
onféren
e (mai 2001).

N. Revol a 
ontinué à assurer le suivi de 
e projet lors de sa délégation Inria à Lyon et


ela a donné lieu à un rapport de re
her
he [48℄ sur la parallélisation d'une appli
ation de

re
onnaissan
e automatique de la parole, ave
 Y. O. Mohamed El Hadj, le do
torant maro-


ain qu'elle 
o-en
adre, ainsi qu'à une présentation [38℄ à la 
onféren
e Ppam 2001 du travail
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réalisé ave
 B. Planquelle, do
torant et parti
ipant lillois à 
e 
ontrat, sur la parallélisation de

l'algorithme de Hansen pour l'optimisation globale par intervalles.

7.5 A
tion fran
o-maro
aine

J. Della Dora, F. Jung (Laboratoire Lm
-Imag de Grenoble) et G. Villard 
ollaborent ave


l'Université Mohamed V (S. El Hajji) et l'Institut National de Postes et Télé
ommuni
ations

de Rabat (A. Hilali) dans le 
adre d'une a
tion intégréeMenrt. Soutenu par un a

ord Tempra

Sud-Méditerranée (région Rh�ne-Alpes) G. Villard 
o-en
adre le travail de A. El Ghazi, do
-

torant à Rabat, qui a e�e
tué plusieurs séjours au Lip sur le thème de la similitude simultanée

de matri
es.

8 Di�usion de résultats

8.1 Organisation de 
onféren
es, édition de numéros spé
iaux de journaux

Parti
ipants : Mar
 Daumas, Jean-Mi
hel Muller, Nathalie Revol, Gilles Villard.

Mots 
lés : organisation de 
onféren
es, édition de revues, numéros spé
iaux.

� M. Daumas a été membre du 
omité d'organisation et J-M. Muller a été membre du


omité de programme de la 
onféren
e Sympa'7 (Symposium en Ar
hite
tures nouvelles

de ma
hines), Paris, avril 2001 [6℄. Il sont re
onduits dans leur 
omités respe
tifs pour

Sympa'8.

� M. Daumas, F. de Dine
hin et A. Tisserand ont été éditeurs invités de la revue Réseaux

et Systèmes Répartis, Cal
ulateurs Parallèles pour le numéro spé
ial sur l'arithmétique

des ordinateurs, vol 13(4-5).

� J-M. Muller a été membre du 
omité de programme du 15-th Ieee Symposium on Com-

puter Arithmeti
 (Arith-15, Vail, Colorado, Juin 2001). Il est depuis juin 2001 président

du Steering Committee des Ieee Symposia on Computer Arithmeti
.

� un numéro spé
ial Real Numbers and Computers, de Theoreti
al Computer S
ien
e, dont

les éditeurs invités sont J-C. Bajard (Lirmm, Montpellier), C. Frougny (Liafa, Paris),

P. Kornerup (Univ. Odense, Danemark) et J-M. Muller est en préparation.

� C. Frougny (du Liafa) et J-M. Muller ont organisé à Prapoutel (Isère), du 26 au 30 mars

2001, une é
ole de Printemps Arithmétique des Ordinateurs. 37 personnes ont parti
ipé

à 
ette é
ole.

� N. Revol et G. Villard ont été membres des 
omités d'organisation et de programme de

la 
onféren
e Ala'2001 (Algèbre Linéaire et Arithmétique), Rabat, Maro
, mai 2001 [7℄.

� N. Revol est membre du 
omité d'organisation de la 
onféren
e Numeri
al Algorithms,

Marrake
h, Maro
, o
tobre 2001 à l'o

asion des 60 ans de C. Brezinski (dire
teur de

laboratoire dans l'université de N. Revol).

� G. Villard a été responsable du 
omité de programme de Issa
'2001 (International Sym-

posium on Symboli
 and Algebrai
 Computation), London, Ontario Canada, juillet 2001.

Il est membre du 
omité de programme de Issa
'2002. Il a également été membre du
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omité de programme de Cas
'2001 (Computer Algebra in S
ienti�
 Computing), Kons-

tanz, Allemagne, septembre 2001. Il est éditeur invité au Journal of Symboli
 Computa-

tion pour un numéro spé
ial (http://www.ens-lyon.fr/~gvillard/js
2002.html).

8.2 Enseignement de 3ème 
y
le

Depuis 1999-2000, M. Daumas donne un 
ours sur l'arithmétique des ordinateurs et les

opérateurs de l'arithmétique au Dea d'Informatique Fondamentale de Lyon. En 2000-2001,

P. Langlois a donné un 
ours intitulé algorithmique numérique et pré
ision �nie 
ommun aux

Dea d'Informatique Fondamentale et d'Analyse Numérique à l'Ens de Lyon. N. Revol et

G. Villard ont proposé dans 
e même 
adre un 
ours intitulé algorithmique et arithmétiques

et F. de Dine
hin et A. Tisserand ont proposé un 
ours intitulé 
on
eption d'ar
hite
tures

matérielles pour l'année 2001-2002.

8.3 Autres enseignements et responsabilités

F. de Dine
hin assure son servi
e de Maître de Conféren
es au sein du Magistère d'Infor-

matique et de Modélisation de l'Ens de Lyon. Il est responsable du programme �Europe� du

Mim. P. Langlois assure son servi
e de Maître de Conféren
e à l'IUT de Perpignan à 
ompter

de la �n de sa délégation au 01/10/2001. C. Finot a assuré son servi
e de moniteur à l'Iut

Lumière (Lyon 2). D. Defour a e�e
tué des va
ations à l'Ens de Lyon et à l'Iut de Bourg

en Bresse. M. Daumas, F. de Dine
hin et G. Villard ont parti
ipé aux 
on
ours d'entrée aux

É
oles Normales Supérieures.

S. Boldo et N. Boullis ont e�e
tué leur stage de Dea au sein du projet sous la dire
tion

respe
tive de M. Daumas et A. Tisserand. S. Graillat a e�e
tué son stage de troisième année de

l'Ensimag validé 
omme stage de Dea sous la dire
tion de P. Langlois. J. Detrey et G. Mel-

quiond ont e�e
tué leur stage de première année de magistère sous la dire
tion respe
tive de

F. de Dine
hin et A. Tisserand. M. Pera
he et B. Masson ont réalisé un projet de première

année de magistère sous la dire
tion de F. de Dine
hin.

8.4 Animation de la 
ommunauté

J-M. Muller est dire
teur du Lip (Umr Cnrs�Ens-Lyon�Inria). Le Lip, situé dans les

lo
aux de l'É
ole Normale Supérieure de Lyon, est un laboratoire 
omposé au 7/9/01

de 61 personnes (7 
her
heurs Inria permanents, 2 personnes en délégation et une en

déta
hement à l'Inria, 6 
her
heurs Cnrs, 13 enseignants-
her
heurs dont 11 Ens Lyon,

20 do
torants, 1 post-do
, 2 ingénieurs Cnrs, 1 ingénieur Menrt, 2 ingénieurs experts

Inria, 3 assistantes (2 Menrt et 1 Inria)).

Il est aussi responsable du thème � Arithmétique � du Pr
-Gdr Arp.

J-M. Muller est membre élu de la Commission d'Évaluation de l'Inria. Il est égale-

ment membre des Commissions de Spé
ialistes de 27ème se
tion de l'Ens de Lyon et de

l'Université de Proven
e.

M. Daumas a parti
ipé à l'organisation de journées de travail (2 jours 
haque fois) à Mont-

pellier en janvier et à Paris en dé
embre, dans le 
adre du thème � Arithmétique � du

Pr
-Gdr Arp.
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Il est membre assesseur de la Commission de Spé
ialistes de 27ème se
tion de l'Ens de

Lyon.

N. Revol est membre des Commissions de Spé
ialistes de 26ème se
tion de l'Université Joseph

Fourier de Grenoble et de l'Université des S
ien
es et Te
hnologies de Lille (suppléante).

A. Tisserand est responsable des moyens informatiques du Lip.

G. Villard est membre suppléant de la Commission de Spé
ialistes de 26ème se
tion de l'Uni-

versité des S
ien
es et Te
hnologies de Lille.

8.5 Parti
ipations à des jurys

J-M. Muller a parti
ipé aux jurys de thèse d'A. Birebent à l'Université Grenoble 1 en mai,

d'A. Surarerks à (rapporteur) l'Université Paris 6 en juin, de C. Brunie à l'Université

de Limoges en juillet, de C. Finot [10℄ (dire
teur de thèse habilité) à l'Ens de Lyon en

juillet et de F. Ri
o à l'Université de Montpellier en juillet. Il a aussi parti
ipé aux jurys

d'habilitation à diriger des re
her
hes de M. Daumas [8℄ et de P. Langlois [9℄ à Lyon en

juillet.

En tant que membre de la 
ommission d'évaluation de l'Inria, J-M. Muller a parti
ipé

aux jurys d'admissibilité des 
on
ours Cr2 et Dr2 de l'Inria. Il a également fait partie

du jury d'admission Cr2 et Dr2.

M. Daumas a parti
ipé aux jurys de thèse de C. Finot (dire
teur de thèse non habilité) [10℄

à l'Ens de Lyon en juillet et de Y. Dumonteix (rapporteur) à l'Université Paris 6 en

o
tobre.

A. Tisserand a parti
ipé au jury de thèse de J-L. Beu
hat (rapporteur) à Lausanne en juin.

N. Revol a parti
ipé au jury de thèse de Y. O. Mohamed El Hadj (
o-dire
tri
e de thèse) à

Oujda, Maro
, en septembre.

G. Villard a parti
ipé au jury de thèse de A. Storjohann (rapporteur) à l'Eth de Zuri
h en

novembre 2000 et à 
eux de C-P. Jeannerod (dire
teur de thèse) et J-G. Dumas (
o-

en
adrement) à Grenoble en dé
embre 2000.

8.6 Parti
ipation à des 
olloques, séminaires, invitations

� J-M. Muller, N. Revol et G. Villard ont été 
onféren
iers invités à la 
onféren
e Ala'2001

déjà évoquée.

� M. Daumas, J-M. Muller, N. Revol et A. Tisserand ont présenté les 
ours respe
tifs sur sur

l'arithmétique à virgule �ottante, l'évaluation de fon
tions élémentaires et l'arithmétique

en ligne, l'arithmétique par intervalles et en�n l'arithmétique asyn
hrone à la 29ème é
ole

de printemps d'informatique théorique sur l'arithmétique des ordinateurs à Prapoutel en

mars.

� N. Revol a présenté l'arithmétique par intervalles et F. de Dine
hin les méthodes par

table au séminaire des élèves du Magistère d'Informatique et de Modélisation de l'ENS

de Lyon.

� A. Tisserand a présenté un séminaire au laboratoire sur la basse 
onsommation d'énergie

et opérateurs arithmétiques matériels en mai.



30 Rapport d'a
tivité INRIA 2001

� S. Boldo, N. Boullis, M. Daumas, F. de Dine
hin, N. Revol et A. Tisserand sont intervenus

pour la Semaine de la S
ien
e en 2000. S. Boldo, N. Boullis, M. Daumas, C. Moreau-

Finot, N. Revol interviennent en 2001.
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