



a ppor t  



d '      c t i v i t é




2 0 01

THÈME 2B

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Projet CAFÉ

Calcul Formel et Équations

Sophia Antipolis





Projet CAFÉ 1

Table des matières

1 Composition de l'équipe 3

2 Présentation et obje
tifs généraux 3

3 Fondements s
ienti�ques 4

3.1 Algorithmes pour les équations linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3.2 Algorithmes pour les systèmes di�érentiels non linéaires . . . . . . . . . . . . . 6

3.3 Analyse des solutions singulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.4 Algorithmes pour les systèmes linéaires d'équations aux dérivées partielles . . . 8

3.5 Aspe
ts logi
iels du 
al
ul formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4 Domaines d'appli
ations 13

4.1 Panorama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5 Logi
iels 14

5.1 Bibliothèque di�alg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5.2 Bibliothèque Salli/Aldorlib . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5.3 Bibliothèque Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5.4 Bibliothèque �

it

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

6 Résultats nouveaux 16

6.1 Algorithmes pour les équations linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6.2 Algorithmes pour les systèmes non linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

6.3 Base de formules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

7 Contrats industriels (nationaux, européens et internationaux) 20

7.1 Airbus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

7.2 MAPLE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

7.3 NAG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

8 A
tions régionales, nationales et internationales 21

8.1 A
tions nationales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

8.1.1 A

ueils de 
her
heurs français . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

8.2 A
tions européennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

8.2.1 OpenMath . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

8.2.2 PAI Allian
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

8.2.3 PAI Proteus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

8.3 A
tions internationales hors CE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

8.3.1 Institut Liapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

8.3.2 PRA fran
o�
hinois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

8.4 Réseaux et groupes de travail internationaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

8.4.1 Groupe de travail sur les mathématiques du W3C . . . . . . . . . . . . . 23

8.5 A

ueils de 
her
heurs étrangers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23



2 Rapport d'a
tivité INRIA 2001

9 Di�usion de résultats 24

9.1 Animation de la 
ommunauté s
ienti�que . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

9.2 Enseignement universitaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

9.3 Thèses et Stages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

9.4 Parti
ipation à des 
olloques, séminaires, invitations . . . . . . . . . . . . . . . 25

10 Bibliographie 26



Projet CAFÉ 3
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2 Présentation et obje
tifs généraux

Notre but est de développer de nouvelles méthodes de résolution par le 
al
ul formel d'équa-

tions fon
tionnelles, 
'est-à-dire d'équations où les in
onnues représentent des fon
tions plut�t

que des valeurs numériques, et de fa
iliter le transfert de 
es méthodes dans les s
ien
es de l'in-

génieur en produisant les programmes et outils né
essaires pour les appliquer à des problèmes

industriels. Les équations fon
tionnelles qui sont l'objet de nos études sont plus parti
ulière-

ment les équations di�érentielles et les équations aux di�éren
es et q�di�éren
es.

Axes de re
her
he

� Algorithmes algébriques : nous étudions des algorithmes e�
a
es, basés sur l'algèbre dif-

férentielle (théorie des idéaux di�érentiels et théorie de Galois di�érentielle) ainsi que

leurs généralisations aux équations aux di�éren
es et au-delà à des équations plus géné-

rales. Nous étudions aussi le traitement des 
as non-génériques en présen
e de paramètres

dans les équations.

� Bases de données mathématiques : nous développons une base de données dédu
tive

de formules mathématiques, qui permet de sto
ker naturellement les 
onnaissan
es non

algorithmiques utilisables en 
al
ul formel. Ce thème engendre de nombreux problèmes

au 
roisement du 
al
ul formel, de la réé
riture, et de la dédu
tion automatique.

� Bibliothèques dédiées de 
al
ul formel : nous implantons nos méthodes dans des biblio-

thèques dédiées utilisables à partir de divers systèmes de 
al
ul formel.
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� Composants logi
iels : nous développons les outils et proto
oles né
essaires à l'utilisa-

tion de bases de données et de bibliothèques dédiées 
omme 
omposants logi
iels d'un

environnement plus large de 
al
ul s
ienti�que.

Relations internationales et industrielles

� Projets internationaux : nous avons parti
ipé au projet OpenMath (ESPRIT Multimedia

Standards 24.969), ainsi qu'aux groupes de travail CATHODE�2 (ESPRIT WG 24.490)

et � Math � (W3C), et au projet Dire
t Computer Algebra Methods for Exa
t Solutions of

Systems of Linear Fun
tional Equations de l'institut Liapunov. Nous parti
ipons main-

tenant au réseau thèmatique OpenMath (IST-2000-28719), à un nouveau projet de l'ins-

titut Liapunov, à un projet du PRA fran
o�
hinois et à deux PAI bilatéraux (Angleterre

et Slovénie).

� Conta
ts industriels : nous sommes en 
onta
t ave
 les groupes de développement des

prin
ipaux systèmes de 
al
ul formel (NAG, S
iFa
e, WMI, WRI) ainsi qu'ave
 l'éditeur

s
ienti�que Springer-Verlag.

� Relations universitaires : nous 
ollaborons a
tivement ave
 plusieurs laboratoires tra-

vaillant dans le domaine du 
al
ul formel : GAGE (É
ole Polyte
hnique), LACO (Li-

moges), ETH (Suisse), RIACA (Hollande), ORCCA (Ontario, Canada), l'université de

Kent (UK), l'A
ademia Sini
a (Chine), le 
entre de 
al
ul de l'a
adémie des s
ien
es de

Russie (Mos
ou) et l'université de Ljubljana (Slovénie).

3 Fondements s
ienti�ques

3.1 Algorithmes pour les équations linéaires

Mots 
lés : algèbre linéaire, algèbre di�érentielle, équations di�érentielles, équations aux

di�éren
es, intégration formelle, solutions analytiques, quadratures, solutions en forme 
lose,

fon
tions spé
iales, théorie de Galois.

L'obje
tif de 
e thème est d'étudier la résolution par le 
al
ul formel d'équations fon
-

tionnelles linéaires, prin
ipalement di�érentielles et aux (q)�di�éren
es. L'importan
e de l'ap-

pro
he par linéarisation des équations di�érentielles dans pratiquement toutes les s
ien
es de

l'ingénieur est bien 
onnue, et se re�ète dans l'importan
e des investissements en ordinateurs

et temps de 
al
ul 
onsa
rés à leur résolution numérique. Ingénieurs et physi
iens essaient

d'étendre la 
onnaissan
e du linéarisé au problème non�linéaire, 
e qui montre d'autant plus

l'utilité d'une analyse �ne de la stru
ture du linéaire. La 
onnaissan
e de solutions formelles

amène à une meilleure 
ompréhension des modèles étudiés, 
ar les solutions ainsi obtenues


ontiennent des informations sur la stru
ture même des problèmes résolus.

Une équation di�érentielle (resp. aux di�éren
es) ordinaire linéaire est une équation de la

forme

a

n

(x)

d

n

y

dx

n

+ : : :+ a

1

(x)

dy

dx

+ a

0

(x)y(x) = b(x) ;

respe
tivement

a

n

(x)y(x+ n) + : : :+ a

1

(x)y(x+ 1) + a

0

(x)y(x) = b(x) ;
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où l'in
onnue y, ainsi que les 
oe�
ients b et les a

i

, sont des fon
tions de la variable x. On


her
he à déterminer s'il existe des solutions Liouvilliennes, 
'est à dire si on peut exprimer au

moins une solution non�nulle par une formule �nie faisant intervenir des opérations algébriques,

des primitives (resp. des sommes) et des exponentielles (resp. des produits). Ces solutions sont

aussi appelées solutions en quadratures ou bien en forme 
lose. Ce type de solution n'existe pas

toujours lorsque l'ordre n est plus grand que 1 et que les 
oe�
ients a

i

ne sont pas 
onstants.

Par exemple, l'équation de Bessel :

x

2

d

2

y

dx

2

+ x

dy

dx

+ (x

2

� �

2

)y(x) = 0

n'en admet pas (ses solutions sont les fon
tions de Bessel, qui sont dé�nies impli
itement par


ette équation). Plus di�
iles pour les systèmes de 
al
ul formel, les équations :

(x

3

+ 1)(x

2

+ 1)(x � 1)

d

2

y

dx

2

+ (x

2

+ 2x� 1)

dy

dx

+ 15(x

3

+ 1)y(x) = 0 (1)

et

y(x+ 2) + y(x+ 1) + xy(x) = 0 (2)

n'en admettent pas non plus, alors que :

d

3

y

dx

3

+

7x� 4

x(x� 1)

d

2

y

dx

2

+

2592x

2

� 2963x + 560

252x

2

(x� 1)

2

dy

dx

+

57024x � 40805

24696x

2

(x� 1)

2

y(x) = 0 (3)

et

y(x+2)+

(x+ 1)(5x

2

+ 8x+ 4)

(x+ 2)(x

5

+ 2x

4

+ x

3

� 1)

y(x+1)�

x

2

(x

5

+ 7x

4

+ 19x

3

+ 25x

2

+ 16x+ 3)

(x+ 2)(x

5

+ 2x

4

+ x

3

� 1)

y(x) = 0

(4)

en admettent. On notera que Maple 7 et Mathemati
a 4.0 ne sont 
apables, ni de trouver

des solutions Liouvilliennes de (3) ou (4), ni de prouver que (1) ou (2) n'en ont pas. La théorie

de Galois di�érentielle, développée tout d'abord par Pi
ard et Vessiot au début du siè
le,

puis de façon algébrique prin
ipalement par Kol
hin dans les années 60, asso
ie un groupe

de Galois à une équation de 
e type, et donne des 
ritères liant l'existen
e de solutions en

forme 
lose à une propriété de 
e groupe. Des algorithmes permettant de tester 
ette propriété

à partir de l'équation seulement

[Kov86,Sin80℄

ont rendu le problème de l'existen
e de solutions

en forme 
lose dé
idable dans le 
as de 
oe�
ients polynomiaux. Une généralisation ré
ente

de 
ette théorie aux équations aux di�éren
es �nies

[SvdP97℄

a engendré la dé
ouverte d'un

premier algorithme de 
al
ul des solutions Liouvilliennes de 
es équations pour des 
oe�
ients

polynomiaux

[HS99℄

. Dans les deux 
as, la 
omplexité de 
es algorithmes ainsi que leur besoin

[Kov86℄ J. Kova
i
, � An Algorithm for Solving Se
ond Order Linear Homogeneous Di�erential Equa-

tions �, Journal of Symboli
 Computation 2, 1, Mar
h 1986, p. 3�43.

[Sin80℄ M. Singer, � Liouvillian Solutions of n

th

Order Homogeneous Linear Di�erential Equations �,

Ameri
an Journal of Mathemati
s 103, 1980, p. 661�682.

[SvdP97℄ M. Singer, M. van der Put, Galois Theory of Di�eren
e Equations, LNM 1666, Springer, 1997.

[HS99℄ P. Hendriks, M. Singer, � Solving Di�eren
e Equations in Finite Terms �, Journal of Symboli


Computation 27, 3, Mar
h 1999, p. 239�260.
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de résolution d'équations intermédiaires non�linéaires les rendent di�
ilement appli
ables en

pratique, sauf pour les équations du se
ond ordre.

Notre a
tion dans 
e thème a plusieurs buts :

� la généralisation des théories et méthodes à des équations aux (q)-di�éren
es,

� la généralisation des algorithmes à des 
lasses de 
oe�
ients 
ontenant des fon
tions plus

générales,

� le développement d'algorithmes permettant de 
al
uler des solutions 
ontenant des fon
-

tions plus générales,

� l'amélioration des algorithmes existants a�n de pouvoir résoudre des équations d'ordres

supérieurs,

� le développement de bibliothèques dédiées fournissant 
es fon
tionnalités de résolution.

3.2 Algorithmes pour les systèmes di�érentiels non linéaires

Mots 
lés : algèbre di�érentielle, algèbre aux di�éren
es, élimination, système

d'équations di�érentielles, invariants di�érentiels, symétrie.

Des systèmes mé
aniques pas si 
omplexes, des réa
tion 
himiques ou des systèmes 
ontr�lés

ne peuvent pas toujours être modélisés par des systèmes di�érentiels expli
ites ni même déter-

minés. Apparaissent naturellement les systèmes di�érentiels impli
ites. Ces systèmes peuvent

être sur-
ontraints ou sous-
ontraints et les 
ontraintes n'apparaissent pas for
ément expli
i-

tement.

Pour les systèmes dynamiques (di�érentiels expli
ites) et 
ertains types de systèmes aux

dérivées partielles, le théorème de Cau
hy ou de Cau
hy�Kowaleskaya assure l'existen
e et

l'uni
ité d'une solution pour 
ertaines 
onditions initiales. La question de l'existen
e est déjà

déli
ate dans le 
as d'un système di�érentiel non-linéaire quel
onque.

Une fois l'existen
e d'une solution assurée, plusieurs questions se posent. Quel est le degré de

liberté du système ? Combien de fon
tions où 
onstantes doivent être �xées pour déterminer de

façon unique la solution ? Quelles sont les 
onditions initiales qui donnent lieu à une solution ?

À une solution réelle ? Quelle est la variété où vivent les solutions ? Une fon
tion des in
onnues

et de leurs dérivées s'annulle-t'elle sur les solutions ? Quelles sont les équations satisfaites par

un sous-ensemble des in
onnues ? Si le système original est un système aux dérivées partielles,

les solutions satisfont elles une équation di�érentielle ordinaire ?

Par équation di�érentielle algébrique, nous entendons, le plus souvent, des équations di�é-

rentielles polynomiales en les in
onnues et leurs dérivées. On peut néanmoins aussi 
onsidérer

les équations qui font intervenir des fon
tions, telles sin et exp, elles-mêmes dé�nies par des

équations di�érentielles polynomiales. L'algèbre di�érentielle

[Rit50,Kol73℄

donne les fondements

théoriques pour répondre aux questions 
i-dessus dans le 
as des systèmes di�érentiels algé-

briques. Les algorithmes de dé
omposition 
ara
téristique, ou de triangulation-dé
omposition,

[Rit50℄ J. Ritt, Di�erential Algebra, Colloquium publi
ations, XXXIII, Ameri
an Mathemati
al So
iety,

1950, Reprinted by Dover Publi
ations, In
 (1966).

[Kol73℄ E. Kol
hin, Di�erential Algebra and Algebrai
 Groups, Pure and Applied Mathemati
s, 54, A
a-

demi
 Press, New York-London, 1973.
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donnent le moyen 
onstru
tif de répondre à 
es questions pour un système di�érentiel algé-

brique donné.

Plus pré
isément, les algorithmes de dé
omposition 
ara
téristique

[Kol73,BLOP95,BLOP97,

?℄

donnent une bonne représentation d'un système di�érentiel algébrique donné, disons S.

L'algorithme prend en entrée le système S et un 
lassement des indéterminées di�érentielles,

ou variable dépendantes, 
'est à dire un ordre total sur toutes les dérivées de 
es indéterminées

qui soit 
ompatible ave
 les dérivations. Le résultat de l'algorithme est alors un ensemble

�ni de systèmes di�érentiels C

1

; : : : ; C

r

, tel que l'ensemble des solutions analytiques de S soit

égal à l'union des solutions non singulières des systèmes C

i

. Les systèmes C

i

ont une forme

parti
ulière : ils sont di�érentiellement triangulaires par rapport au 
lassement 
hoisi. Ils sont

de plus minimaux, en un 
ertain sens, parmi les systèmes admettant le même ensemble de

solutions non singulières. Par 
onséquents les réponses aux questions pré
édentes se lisent sur

les C

i

, à 
ondition d'avoir 
hoisi un 
lassement adéquat.

Alors que les algorithmes lourdement ré
ursifs proposés par Ritt et Kol
hin font intervenir

des fa
torisations dans des tours d'extension, les algorithmes ré
ents pro
èdent sans ré
ursion

ni fa
torisation

[BLOP97,?℄

. Bien qu'en�n e�e
tifs, des algorithmes aussi généraux et potentiel-

lement puissants ne permettent pas toujours d'obtenir une réponse en un temps raisonnable. Il

est souhaitable à la fois d'améliorer 
es algorithmes généraux et leurs implantations ainsi que

d'apporter des alternatives pour des 
lasses de problèmes spé
ialisés.

Les systèmes symétriques forment une 
lasse de problèmes qui ne sont pas traitables en

pratique par une triangulation-dé
omposition dire
te. En e�et, l'introdu
tion d'un ordre entre

les dérivées 
asse la symétrie et engendre des expressions intermédiaires de taille ex
essive. Une

idée naturelle est de vouloir utiliser 
ette symétrie pour, au 
ontraire, diminuer les 
al
uls.

Ce idée est développée en 
ollaboration ave
 E. Mans�eld, University of Kent, et I. Kogan,

Yale University. L'appro
he que nous 
onsidérons est de ré-é
rire le système en termes des

invariants di�érentiels du groupe de symétrie et d'utiliser les opérateurs di�érentiels invariants

au lieu des dérivations par rapport aux variables indépendantes.

Le premier é
ueil est le 
al
ul e�e
tif des invariants di�érentiels. Pour 
ela nous nous basons

sur la méthode du repère mobile de Fels et Olver

[FO99℄

. Le se
ond é
ueil provient du fait que

les opérateurs di�érentiels invariants ne 
ommutent pas entre eux. On sort du 
adre a
tuel de

l'algèbre di�érentielle et des algorithmiques existantes où la 
ommutativité des opérateurs de

dérivation est une hypothèse fondamentale. Une généralisation de l'algèbre di�érentielle est à

établir.

L'algèbre aux di�éren
es

[Coh65℄

adopte un point de vue algébrique sur les équations fon
-

tionnelles similaire à l'algèbre di�érentielle introduite par Ritt. Néanmoins, il n'y a pas en
ore

[BLOP95℄ F. Boulier, D. Lazard, F. Ollivier, M. Petitot, � Representation for the radi
al of a �nitely

generated di�erential ideal �, in : ISSAC'95, A. Levelt (éditeur), ACM Press, New York, 1995.

[BLOP97℄ F. Boulier, D. Lazard, F. Ollivier, M. Petitot, � Computing representations for radi
als

of �nitely generated di�erential ideals �, rapport de re
her
he n

o

IT-306, LIFL, 1997.

[?℄ *** ERROR: 
itation `hubert00' unde�ned ***

[FO99℄ M. Fels, P. J. Olver, � Moving 
oframes. II. Regularization and theoreti
al foundations �, A
ta

Appl. Math. 55, 2, 1999, p. 127�208.

[Coh65℄ R. Cohn, Di�eren
e algebra, New York-London-Sydney: Inters
ien
e Publishers, a division of

John Wiley and Sons. XIV, 1965.
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d'algorithmes e�e
tifs pour la représentation de l'ensemble des solutions. Nous aspirons à éta-

blir une théorie de l'élimination pour les équations aux di�éren
es.

3.3 Analyse des solutions singulières

Mots 
lés : algèbre di�érentielle, solutions singulières.

Un problème spé
i�que aux équations impli
ites et non linéaires en leur terme de tête est

l'existen
e de solutions dites singulières. Les propriétés de 
es solutions singulières apportent

des éléments pour l'étude globale des solutions de l'équation. Néanmoins seul le 
as des équa-

tions di�érentielles du premier ordre est relativement bien 
onnu

[Ham93,Rit45℄

: les solutions

singulières, qui sont alors des fon
tions algébriques, sont soit des enveloppes de solutions non

singulières soit peuvent être analytiquement plongées dans une famille de solutions non singu-

lières.

Les algorithmes de dé
ompositions 
ara
téristiques permettent de 
al
uler les équations

des solutions singulières. Ce
i 
onstitue don
 une première étape de l'analyse des solutions

singulières. Une se
onde étape 
onsiste à 
al
uler la dé
omposition minimale

[Rit50,Hub99℄

. Pour

les équations du premier ordre, la dé
omposition minimale permet de tran
her sur la nature

des solutions singulières.

De nouvelles re
her
hes doivent apporter des é
lair
issement sur les propriétés des solutions

singulières des équations d'ordre supérieur. Si 
es résultats ont aussi une nature algébrique,

on pourra espérer mettre au point des algorithmes pour la détermination des propriétés des

solutions singulières.

3.4 Algorithmes pour les systèmes linéaires d'équations aux dérivées

partielles

Mots 
lés : systèmes linéaires d'équations aux dérivées partielles, analyse algébrique,

D-modules, théories formelles des systèmes d'équations aux dérivées partielles, intégrabilité

formelle, involution, systèmes holonomes, solutions polynomiales et rationnelles, théorie du


ontr�le.

Ce thème de re
her
he a pour but l'étude de systèmes généraux d'équations aux dérivées

partielles linéaires à l'aide de la théorie des D-modules (ou analyse algébrique) et des théo-

ries formelles développées par E. Cartan, C. Riquier, M. Janet et D. Spen
er. La première

appro
he utilise des te
hniques algébriques (anneaux d'opérateurs di�érentiels, modules dif-

férentiels, théorie des modules, algèbre homologique. . .), alors que les se
ondes sont plut�t

[Ham93℄ M. Hamburger, � Ueber die sigulären Lösungen der algebrais
hen Di�erenzialglei
hnungen erster

Ordnung �, Journal für die reine und angewandte Mathematik 112, 1893, p. 205�246.

[Rit45℄ J. Ritt, � Analyti
al Theory of Singular Solutions of Partial Di�erential Equations of the First

Order �, Annals of Mathemati
s 46, 1, 1945, p. 120�143.

[Rit50℄ J. Ritt, Di�erential Algebra, Colloquium publi
ations, XXXIII, Ameri
an Mathemati
al So
iety,

1950, Reprinted by Dover Publi
ations, In
 (1966).

[Hub99℄ E. Hubert, � Essential Components of an Algebrai
 Di�erential Equation �, Journal of Symboli


Computation 28, 4-5, 1999, p. 657�680.
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basées sur la géométrie di�érentielle (opérateurs di�érentiels, variétés di�érentielles, espa
es

de jets, intégrabilité formelle, involution, groupes de Lie. . .). L'intérêt d'étudier les systèmes li-

néaires d'équations aux dérivées partielles à l'aide de 
es deux appro
hes est qu'elles sont duales

(modules di�érentiels�opérateurs di�érentiels). Cette dualité permet d'utiliser simultanément

di�érents résultats, te
hniques et algorithmes qui ont été développés de manière indépendante

dans 
es deux appro
hes.

Les théories formelles des équations aux dérivées partielles ont pour but d'étudier des

systèmes d'équations aux dérivées partielles surdéterminés et, en parti
ulier, de 
onnaître la

dimension de l'espa
e des solutions du système � séries formelles ou fon
tions analytiques �

sans avoir à intégrer expli
itement le système (
e qui est en général impossible). Pour déter-

miner le degré de généralité d'une solution d'un système d'équations aux dérivées partielles,

il faut pouvoir déterminer quelles sont les dérivées que l'on doit �xer à 
haque ordre a�n de

pouvoir développer une solution en série. Ce
i est possible si, à partir des équations du sys-

tème, on peut 
onnaître toutes les relations di�érentielles pour un ordre donné, 
'est-à-dire si

l'on n'obtient pas d'équations d'ordre plus bas par 
ombinaisons di�érentielles des équations

du système. Un tel système est appelé formellement intégrable et un développement en série

peut alors être obtenu en �xant au départ des valeurs numériques pour un 
ertain nombre de

dérivées bien déterminées des variables du système. Par exemple, si l'on note �

i

=

�

�x

i

, 
e n'est

qu'en rendant le système suivant

�

P

1

= ��

1

u(x

1

; x

2

) + x

2

u(x

1

; x

2

) = 0;

P

2

= �

2

u(x

1

; x

2

) = 0;

(5)

formellement intégrable que l'on se rend 
ompte que la seule solution analytique de (5) vaut

u(x

1

; x

2

) = �

2

P

1

� �

1

P

2

� x

2

P

2

= 0:

Depuis plusieurs dé
ennies, de nombreux algorithmes permettant de rendre un système formel-

lement intégrable ont été développés sous di�érentes appro
hes par E. Cartan

[Car45℄

(systèmes

extérieurs), C. Riquier

[Riq28℄

, M. Janet

[Jan29℄

(intégrabilité formelle), J. Ritt

[Rit50℄

, E. Kol
hin

[Kol73℄

(algèbre di�érentielle), D. Spen
er

[Spe65℄

(intégrabilité formelle, involution)... et ré
em-

ment grâ
e au développement des bases de Gröbner sur des anneaux d'opérateurs di�érentiels

(pour les algèbres d'opérateurs di�érentiels à 
oe�
ients polynomiaux appelées algèbres de

Weyl). Ces algorithmes 
onsistent tous à saturer le système par 
ertaines 
onséquen
es di�é-

rentielles des équations du système initial a�n de le mettre sous une 
ertaine forme 
anonique.

Une fois que le système est rendu formellement intégrable, on peut y lire plusieurs informations

[Car45℄ E. Cartan, Les systèmes di�érentiels extérieurs et leurs appli
ations géométriques, Hermann,

1945.

[Riq28℄ C. Riquier, La Méthode des Fon
tions Majorantes et les Systèmes d'Equations aux Dérivées

Partielles, Gauthier-Villars, 1928.

[Jan29℄ M. Janet, Leçons sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles, Cahiers S
ienti�ques IV,

Gauthier-Villars, 1929.

[Kol73℄ E. Kol
hin, Di�erential Algebra and Algebrai
 Groups, Pure and Applied Mathemati
s, 54, A
a-

demi
 Press, New York-London, 1973.

[Spe65℄ D. C. Spen
er, � Overdetermined systems of partial di�erential equations �, Bull. Amer. Math.

So
. 75, 1965, p. 1�114.
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importantes dont la dimension de l'espa
e des solutions (séries formelles ou fon
tions analy-

tiques)

[Car45,Jan29,Riq28,Spe65℄

, déterminer les 
onditions de 
ompatibilité du système di�érentiel

inhomogène asso
ié

[Jan29,Riq28,Spe65℄

(
'est-à-dire, faire de l'élimination di�érentielle), étudier

la variété 
ara
téristique, et
. Cependant, les liens entre 
es di�érents algorithmes ne semblent

pas en
ore être bien 
ompris. De plus, l'étude de nombreuses propriétés des systèmes di�éren-

tiels fait intervenir l'étude de l'intégrabilité formelle de plusieurs systèmes di�érentiels. Il est

don
 important de bien 
omprendre les liens entre 
es di�érents algorithmes a�n de pouvoir

implanter les plus e�
a
es. Nous nous intéresserons à 
e problème.

Dans les années 70, les travaux de B. Malgrange

[Mal63℄

, V. Palamodov

[Pal70℄

, M. Kashiwara

[Kas95℄

,. . . ont montré 
omment la théorie des D-modules permettait d'obtenir de nouveaux ré-

sultats sur les systèmes linéaires d'équations aux dérivées partielles à 
oe�
ients polynomiaux

ou analytiques (
onditions pour la résolution d'un système di�érentiel inhomogène, étude des

propriétés algébriques, de leurs liens ave
 les propriétés analytiques, de la variété 
ara
téris-

tique, 
lassi�
ation des systèmes di�érentiels, paramétrisations des solutions, représentation

intégrale des solutions, prolongement des solutions à l'intérieur ou à l'extérieur de 
ertains

domaines de R

n

, systèmes holonomes, études des solutions polynomiales ou rationnelles, b-

fon
tions...). L'idée 
entrale de 
ette théorie est de voir un système linéaire d'équations aux

dérivées partielles 
omme un système d'équations linéaires à 
oe�
ients dans un anneau D

d'opérateurs di�érentiels, 
'est-à-dire 
omme D-module. Ainsi, on peut étudier les systèmes

linéaires d'équations aux dérivées partielles à l'aide de la géométrie algébrique, de la théorie

des modules, de l'algèbre homologique, et
. La théorie des D-modules a eu de profondes appli-


ations dans la théorie des groupes de Lie, la physique mathématique, l'analyse mi
rolo
ale, la

théorie des opérateurs pseudodi�érentiels, la théorie des hyperfon
tions, la théorie des systèmes

holonomes et des fon
tions spé
iales, la théorie des singularités, et
.

Ré
emment, 
ertaines te
hniques de la théorie des D-modules ont été rendues e�e
tives

grâ
e au développement des bases de Gröbner sur des anneaux d'opérateurs di�érentiels à


oe�
ients polynomiaux (algèbres de Weyl)

[OT01,OTT01℄

ou rationnelles

[Chy98℄

. Les bases de

[Car45℄ E. Cartan, Les systèmes di�érentiels extérieurs et leurs appli
ations géométriques, Hermann,

1945.

[Jan29℄ M. Janet, Leçons sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles, Cahiers S
ienti�ques IV,

Gauthier-Villars, 1929.

[Riq28℄ C. Riquier, La Méthode des Fon
tions Majorantes et les Systèmes d'Equations aux Dérivées

Partielles, Gauthier-Villars, 1928.

[Spe65℄ D. C. Spen
er, � Overdetermined systems of partial di�erential equations �, Bull. Amer. Math.

So
. 75, 1965, p. 1�114.

[Mal63℄ B. Malgrange, Systèmes à 
oe�
ients 
onstants, 8, Exp. No. 246, So
. Math. Fran
e, 1962/63,

p. 79�89.

[Pal70℄ V. Palamodov, Linear Di�erential Operators with Constant Coe�
ients, Springer-Verlag, 1970.

[Kas95℄ M. Kashiwara, Algebrai
 Study of Systems of Partial Di�erential Equations, Mémoires de la

So
iété Mathématiques de Fran
e, no. 63, 1995.

[OT01℄ T. Oaku, N. Takayama, � Algorithms for D-modules � restri
tion, tensor produ
t, lo
alization,

and lo
al 
ohomology groups �, J. Pure Appl. Algebra 156, 2-3, 2001, p. 267�308.

[OTT01℄ T. Oaku, N. Takayama, H. Tsai, � Polynomial and rational solutions of holonomi
 systems �,

J. Pure Appl. Algebra 164, 1-2, 2001, p. 199�220.

[Chy98℄ F. Chyzak, Gröbner Bases, Symboli
 Summation and Symboli
 Integration, 251, LMS, 1998,
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Gröbner sur les algèbres d'opérateurs di�érentiels sont un des moyens e�e
tifs permettant

d'étudier les systèmes linéaires d'équations aux dérivées partielles surdéterminées (voir le pre-

mier paragraphe). L'analyse algébrique a permis de montrer les liens entre 
ertaines propriétés

stru
turelles d'un système di�érentiel sous-déterminé et 
elles d'un système surdéterminé 
or-

respondant à l'adjoint formel (dont la dimension de ses solutions, d'où l'intérêt du premier

paragraphe)

[Kas95,Pal70,PQ98,PQ99b,PQ99a,PQ00℄

. Ainsi, il est maintenant possible d'étudier de

manière e�e
tive un système général d'équations aux dérivées partielles. Notre a
tion autour

des D-modules a pour but :

� le développement d'algorithmes e�e
tifs basés sur les di�érents résultats obtenus dans la

théorie des D-modules,

� de développer des algorithmes permettant de 
al
uler les solutions polynomiales ou ra-

tionnelles de systèmes linéaires d'équations aux dérivées partielles,

� l'amélioration des algorithmes existants,

� d'étudier les liens entre les propriétés algébriques et les propriétés analytiques d'un sys-

tème linéaire d'équations aux dérivées partielles (la véri�
ation e�e
tive des premières

permettant alors de déduire des informations sur les se
ondes),

� développer des algorithmes e�e
tifs pour l'étude et l'analyse des systèmes de 
ontr�le.

3.5 Aspe
ts logi
iels du 
al
ul formel

Mots 
lés : 
al
ul formel, base de formules, base de données dédu
tives, 
ommuni
ation,

proto
ole, OpenMath.

Résumé : L'obje
tif général de 
e thème est l'amélioration des systèmes de 
al
ul

formel. Deux dire
tions ont été poursuivies 
ette année : la 
on
eption et la mise

en ÷uvre de bases de données de formules mathématiques et la 
oopération entre

systèmes (é
hange d'objets mathématiques) ave
 le développement et l'utilisation

d'OpenMath.

La plupart des systèmes de 
al
ul formel intègrent tout un ensemble de 
onnaissan
es non

algorithmiques (dé
laratives), dire
tement dans leur 
ode, 
omme les valeurs d'intégrales ou de

sommes parti
ulières. Une idée naturelle est de regrouper 
es 
onnaissan
es dans une base de

données pour pouvoir en rajouter fa
ilement et les partager entre plusieurs systèmes. Les bases

de données 
lassiques ne 
onviennent pas, 
ar elles n'ont pas la 
onnaissan
e mathématique

indispensable : prise en 
ompte de la 
ommutativité, des éléments neutres, déterminations

d'instan
es de formules, et
. La réalisation d'une telle base qui soit à la fois su�samment

p. 32�60.

[PQ98℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Generalized Bezout identity �, Appli
able Algebra in Enginee-

ring, Communi
ation and Computing 9, 2, 1998, p. 91�116.

[PQ99b℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Lo
alization and parametrization of linear multidimensional


ontrol systems �, Systems and Control Letters 37, 4, 1999, p. 247�260.

[PQ99a℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Algebrai
 analysis of linear multidimensional 
ontrol systems �,

IMA Journal of Control and Information 16, 3, 1999, p. 275�297.

[PQ00℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Formal elimination for multidimensional systems and appli
a-

tions to 
ontrol theory �, Mathemati
s of Control, Signals, and Systems 13, 3, 2000, p. 193�215.
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e�
a
e pour être utilisable en pratique et su�samment puissante dans son mé
anisme de

re
her
he et de re
onnaissan
e, pose divers problèmes qui se situent au 
arrefour entre les

te
hniques et outils du 
al
ul formel et 
eux de la dédu
tion automatique. Le prototype que

nous développons se présente 
omme une boite à outils permettant la 
onstru
tion de base de

formules mathématiques et des mé
anismes de re
her
he qui lui sont asso
iés. Di�érents types

d'appli
ation peuvent être réalisés à partir d'une telle bibliothèque de 
omposants.

La première appli
ation est une base de formules dédu
tive qui traite des requêtes de la

forme � sous les 
onditions C

1

; : : : C

n

, la formule P est-elle vraie ? �, où P peut 
ontenir

des variables parti
ulières qui sont instan
iées par une expression 
onvenable dans la réponse.

Cette base permet, par exemple, de répondre à des questions telles que � quelle est l'expression

(une expression) qui représente la primitive d'une fon
tion donnée �. La réponse à une telle

requête est multiple et 
onditionnelle : des 
onditions supplémentaires peuvent être données

dans la réponse. La base peut ainsi répondre � P est vrai si on rajoute la 
ondition C

n+1

aux 
onditions C

i

�. Les réponses sont obtenues par un pro
essus de dédu
tion original qui


ombine une uni�
ation asso
iative�
ommutative entre la requête et les formules de la base (il

s'agit en fait d'un 
as parti
ulier d'uni�
ation asso
iative�
ommutative) et une ou plusieurs

étapes qui s'apparentent à de la para-modulation (
ertaines des équations provenant des é
he
s

d'uni�
ation sont résolues en utilisant la base elle-même ou un algorithme spé
ialisé).

La deuxième appli
ation en 
ours est un outil d'indexation de do
uments 
ontenant des

expressions mathématiques. Les do
uments s
ienti�ques éle
troniques (livres, journaux, 
ours,

et
) sont de plus en plus nombreux, et la possibilité de re
her
her dans 
es do
uments les

parties 
ontenant une formule mathématique donnée est une fon
tionnalité fondamentale qui

peut être implantée à l'aide d'une base de formules. Les formules mathématiques apparaissant

dans le do
ument forment les entrées de la base. À une entrée sont asso
iées les référen
es aux

parties du do
ument qui 
ontiennent 
ette formule. Dans 
e type d'appli
ation, le mé
anisme

de re
onnaissan
e est moins puissant que dans le 
as d'une base dédu
tive et 
'est plut�t le


hoix de la stru
ture de données qui détermine les performan
es de la base.

La 
ommunauté de 
al
ul formel a re
onnu depuis quelques années l'importan
e de dé�nir

un standard pour la 
ommuni
ation d'objets mathématiques (
ommuni
ation inter-pro
essus,

par 
ourrier éle
tronique, par ar
hivage dans des bases de données et
). Un proto
ole de 
om-

muni
ation et d'é
hange d'objets mathématiques a été développé dans le 
adre du projet eu-

ropéen OpenMath auquel nous avons très a
tivement parti
ipé. Les problèmes ren
ontrés sont

multiples et nombre d'entre eux restent à résoudre à l'issue du projet : trouver le bon niveau

de dé�nition des objets, prendre en 
ompte la variété des appli
ations qui peuvent utiliser un

tel standard ou en
ore intégrer OpenMath ave
 les standards a
tuels ou à venir pour les do
u-

ments éle
troniques ou la 
ommuni
ation entre appli
ations (XML, CORBA, DCOM/OLE. . .)

En parallèle à la dé�nition d'OpenMath, nous parti
ipons au groupe de travail sur les ma-

thématiques du Consortium Web, qui se 
on
entre également sur la dé�nition d'un standard

pour la présentation des formules mathématiques sur le Web. Les deux projets apparaissent


omme 
omplémentaires. Des standards dans 
e domaine sont un premier pas vers la mise

au point d'une nouvelle ar
hite
ture pour le 
al
ul formel et plus généralement pour le 
al
ul

s
ienti�que au sens le plus large, ar
hite
ture au sein de laquelle il sera possible d'a

éder de

manière uniforme à di�érents servi
es et d'integrer dynamiquement de nouveaux 
omposants.
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4 Domaines d'appli
ations

4.1 Panorama

Mots 
lés : multimédia, base de formules, ingénierie, automatique.

La stratégie prin
ipale du projet est d'enri
hir les fon
tionnalités des systèmes 
ommer
iaux

de 
al
ul formel, a�n de transférer nos résultats et algorithmes vers leurs utilisateurs par

l'intermédiaire de 
es systèmes. Du point de vue de la re
her
he, nous envisageons d'étudier

les appli
ations possibles suivantes :

� Automatique :

� Le problème de la platitude des systèmes de 
ontr�le non-linéaires est apparu en auto-

matique à la �n des années 90. Il s'intéresse à la possiblité de trouver un bon système

de 
oordonnées dans lequel un système de 
ontr�le non-linéaire est équivalent à un

système linéaire 
ontr�lable (problème de linéarisation par feedba
k). Ce problème re-

vient à savoir quand un système non-linéaire sous-déterminé d'équations di�érentielles

peut être paramétrisé par un opérateur di�érentiel inje
tif. L'existen
e de 
e problème

remonte à des travaux de D. Hilbert et E. Cartan sur l'équivalen
e des systèmes et


onstitue un des problèmes di�
iles de l'automatique de 
es dernières années. Il a été

longuement étudié par l'équipe de M. Fliess (CNRS, ENS Ca
han) et par le projet

MIAOU à l'INRIA

[Pom97℄

. Au
un test e�e
tif de platitude n'est a
tuellement 
onnu

pour les systèmes di�érentiels non-linéaires. On a seulement pu prouver au 
as par


as que 
ertaines 
lasses de systèmes étaient plates, dont 
ertaines 
lasses de systèmes

mé
aniques. Un problème di�
ile est don
 de savoir re
onnaître quand un système est

plat et de 
al
uler de manière e�e
tive ses paramétrisations. Cependant, on sait que

la re
her
he d'une paramétrisation d'un système à un ordre donné revient à l'étude de

l'intégrabilité formelle d'un 
ertain système d'équations aux dérivées partielles. Ainsi,

la platitude des systèmes de 
ontr�le est lié à l'étude de l'intégrabilité formelle des

systèmes d'équations aux dérivées partielles.

� Depuis quelques années, la théorie des D-modules a été utilisée dans l'étude des sys-

tèmes de 
ontr�le linéaires multidimensionnels (systèmes à retards, équations aux dé-

rivées partielles...). De nouveaux algorithmes e�e
tifs ont été obtenus pour véri�er


ertaines propriétés stru
turelles (
ontr�labilité, platitude, observabilité, p�les et zé-

ros, équivalen
es. . .) de 
es systèmes ainsi que pour leur analyse (pla
ement de p�les,


ommande optimale, 
ommande robuste. . .). Voir

[PQ98,PQ99b,PQ99a,PQ00℄

ainsi que leurs

[Pom97℄ J.-P. Pomet, � On dynami
 feedba
k linearization of four-dimensional a�ne 
ontrol systems with

two inputs �, ESAIM-COCV 2, 6, 1997, p. 151�230.

[PQ98℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Generalized Bezout identity �, Appli
able Algebra in Enginee-

ring, Communi
ation and Computing 9, 2, 1998, p. 91�116.

[PQ99b℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Lo
alization and parametrization of linear multidimensional


ontrol systems �, Systems and Control Letters 37, 4, 1999, p. 247�260.

[PQ99a℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Algebrai
 analysis of linear multidimensional 
ontrol systems �,

IMA Journal of Control and Information 16, 3, 1999, p. 275�297.

[PQ00℄ J.-F. Pommaret, A. Quadrat, � Formal elimination for multidimensional systems and appli
a-

tions to 
ontrol theory �, Mathemati
s of Control, Signals, and Systems 13, 3, 2000, p. 193�215.
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référen
es.

� Analyse numérique : détermination de l'index d'un système di�érentio-algébrique, re-


her
he de 
onditions initiales 
ohérentes.

� Bases de données mathématiques : 
onsultation de formulaires mathématiques sur Inter-

net.

5 Logi
iels

5.1 Bibliothèque di�alg

Parti
ipante : Evelyne Hubert.

Mots 
lés : systèmes di�érentiels non linéaires, élimination di�érentielle, algèbre

di�érentielle, algorithme de triangulation-dé
omposition, solutions singulières.

La biblioth\`eque\emph{diffalg} fait partie du logi
iel 
ommer
ial de 
al
ul formel

Maple. Cette bibliothèque a initialement été développée en 1996 par François Boulier (à

présent membre du LIFL), pour Maple V.5. Un développement a par la suite été repris par

Evelyne Hubert pour les versions ultérieures de Maple.

La bibliothèque di�alg implante un algorithme de dé
omposition 
ara
téristique pour les

systèmes di�érentiels (systèmes d'équations di�érentielles ordinaires ou aux dérivées partielles)

ainsi que des outils pour l'analyse des solutions singulières d'équations di�érentielles non li-

néaires.

Dans le 
adre du 
ontrat de maintenan
e et de développement ave
 Maple nous avons

remis à jour la bibliothèque en vue de la sortie de Maple 7. Nous avons de plus refondé et

rendu plus a

essible la do
umentation de la bibliothèque.

Par la suite, nous avons développé un mode 
ompatible ave
 la bibliothèque Vessiot, déve-

loppé à l'Utah State University. La bibliothèque Vessiot implante des méthodes géométriques

pour les équations di�érentielles. Elle 
ontient des outils pour le 
al
ul des invariants di�éren-

tiels par la méthode du repère mobile.

Certains utilisateurs deMaple ont re
ours à la bibliothèque di�alg pour la la triangulation-

dé
omposition de systèmes purement polynomiaux. Nous avons don
 implanté une première

version simple de l'algorithme de Kalkbrener. Cet algorithme, re
onnu 
omme le plus rapide

[AMM99℄

a déjà plusieurs implantations e�
a
es, notamment par les membres du projet SPACE et par

les membres de l'équipe 
al
ul formel du Laboratoire d'Informatique Fondamentale de Lille. Il

n'y avait néanmoins pas d'implantation en Maple. Ces nouveaux développements sont dispo-

nible sur le Web à http://www-sop.inria.fr/
afe/Evelyne.Hubert/webdiffalg.

[AMM99℄ P. Aubry, M. Moreno-Maza, � Triangular sets for solving polynomial systems: a 
omparative

implementation of four methods �, Journal of Symboli
 Computation 28, 1-2, 1999, p. 125�154.
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5.2 Bibliothèque Salli/Aldorlib

Parti
ipant : Manuel Bronstein.

Mots 
lés : Aldor, standard, stru
tures de données.

La biblioth\`eque{\s
Salli} , développée depuis plusieurs années dans le projet, a été

renommée Aldorlib et s'est imposée 
omme bibliothèque standard pour le langage Aldor,

ses 
ompétiteurs étant les bibliothèques axllib et Basi
Lib produites par NAG, qui seront

stopées. Nous y avons rajouté 
ette année les nombres 
omplexes exa
ts et �ottants, ainsi

que de nouvelles stru
tures de données non linéaires. La bibliothèque Aldorlib fait partie

de la distribution o�
ielle du 
ompilateur{\s
Aldor}, et s'a

ompagne d'un tutorial sur la

programmation en Aldor

[BB01℄

.

5.3 Bibliothèque Algebra

Parti
ipants : Manuel Bronstein [
orrespondant℄, Mar
 Moreno-Maza.

Mots 
lés : 
al
ul formel, algèbre linéaire, algèbre 
ommutative, polyn�mes.

La bibliothèque Algebra est une nouvelle bibliothèque de 
al
ul formel en Aldor, é
rite

en 
ollaboration ave
 Mar
 Moreno-Maza du LIFL (université de Lille). Elle se 
ompose de

l'an
ien noyau d'algèbre 
ommutative et d'algèbre linéaire de la bibliothèque �

it

(
f. 5.4) et

d'une nouvelle implémentation de polyn�mes multivariés par Mar
 Moreno-Maza. Tout 
omme

la bibliothèque Aldorlib (
f. 5.2) dont elle est une extension, la bibliothèque Algebra fait

partie de la distribution o�
ielle du 
ompilateur{\s
Aldor}.

5.4 Bibliothèque �

it

Parti
ipant : Manuel Bronstein.

Mots 
lés : 
al
ul formel, équations di�érentielles, équations aux di�éren
es, systèmes

d'équations.

La biblioth\`eque$\Sigma{}^{{\rmit}}$ in
orpore nos algorithmes de résolution d'équa-

tions fon
tionnelles. Elle 
ontinue à être développée dans le projet. Nous avons extrait 
ette

année son noyau d'algèbre 
ommutative et linéaire, qui fait maintenant partie de la biblio-

thèque Algebra (
f. 5.3), et dont �

it

est dorénavant une extension. L'e�ort d'implémentation

prin
ipal 
ette année a été 
onsenti pour la résolution dire
te de systèmes linéaires d'équations

di�érentielles ou aux di�éren
es. Ainsi, nous y avons rajouté des résolveurs en séries, poly-

nomiaux et rationnels, basés sur notre méthode [10℄. En parti
ulier, le résolveur rationnel de

systèmes d'équations aux di�éren
es a servi pour les 
al
uls d'eigenring de [9℄. �

it

a aussi servi


omme plate-forme pour le stage de Gaurav Chatley, qui a implémenté la version 
ommutative

de [10℄ et l'a 
omparée aux méthodes préexistantes dans �

it

.

[BB01℄ P. Broadbery, M. Bronstein, � A First Course on Aldor with aldorlib �, o
tobre 2001,

http://www.inria.fr/
afe/Manuel.Bronstein/aldorlib/tutorial.pdf.
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Nous distribuons deux programmes intera
tifs qui permettent d'e�e
tuer des 
al
uls ave


�

it

sans utiliser le 
ompilateur Aldor :

� \ttBernina, un serveur permettant de manipuler et de résoudre les équations di�éren-

tielles linéaires à 
oe�
ients polynomiaux, et depuis 
ette année les systèmes d'équations ;

� \ttShasta : un serveur permettant de manipuler et de résoudre les équations aux dif-

féren
es �nies linéaires à 
oe�
ients polynomiaux, et depuis 
ette année les systèmes

d'équations ;

Une démonstration intera
tive d'un résolveur d'équations di�érentielles du se
ond ordre

basé sur Bernina etMaple et in
luant nos résultats sur la re
her
he de solutions en termes de

fon
tions spé
iales (
f. 6.1) est utilisable à http://www-sop.inria.fr/
afe/Manuel.Bronstein/


athode/kova
i
_demo.html.

6 Résultats nouveaux

6.1 Algorithmes pour les équations linéaires

Parti
ipants : Raphaël Bomboy, Manuel Bronstein, Gaurav Chatley, Emmanuelle

Dottax, Sébastien Lafaille, Ja
ques�Arthur Weil.

Mots 
lés : équations di�érentielles, équations aux di�éren
es, 
oe�
ients liouvilliens,

déterminants, solutions liouvilliennes, solutions analytiques, fon
tions spé
iales, quadratures,

invariants, groupes de Galois, rédu
tibilité.

Solutions en termes de fon
tions spé
iales

Dans le 
adre du stage de DEA de Sébastien Lafaille, nous avons développé et implémenté un

nouveau résolveur d'équations du se
ond ordre en termes de 
ertaines fon
tions spé
iales. Pour


ela, nous avons amélioré une méthode heuristique de Willis

[Wil01℄

en la rendant algorithmique

et 
omplète pour trouver toute solution de la forme y(x) = g(x)F (h(x)) où h(x) est une fon
-

tion rationnelle arbitraire in
onnue, g(x) est une fon
tion arbitraire in
onnue, et F (x) est une

fon
tion spé
iale donnée (l'algorithme est appli
able à une grande 
lasse de fon
tions spé
iales,

nous n'avons implémenté que les 
as où F est une fon
tion d'Airy, de Bessel, de Bessel modi-

�ée, de Kummer ou de Whittaker). Nous avons aussi dé
rit 
omment 
ette méthode pouvait

se généraliser à des équations d'ordre supérieur. Par exemple, Maple 7 et Mathemati
a 4.0

ne trouvent au
une solution de l'équation

4(x� 1)

8

d

2

y

dx

2

� (3� 50x+ 61x

2

� 60x

3

+ 45x

4

� 18x

5

+ 3x

6

)y(x) = 0

alors que notre logi
iel trouve sa solution générale

y(x) = (x� 1)

3

2

�

C

1

Ai

�

x(x� 2)

(x� 1)

2

�

+C

2

Bi

�

x(x� 2)

(x� 1)

2

��

où Ai et Bi forment une base de solutions de l'équation d'Airy d

2

y=dx

2

= xy(x). Le programme

Maple 
orrespondant a été intégré à notre r\'esolveurintera
tif. Ce travail a fait l'objet

d'une soumission à la 
onféren
e ISSAC'2002.

[Wil01℄ B. Willis, � An extensible di�erential equation solver �, SIGSAM Bulletin 35, 1, 2001, p. 3�7.



Projet CAFÉ 17

Systèmes linéaires fon
tionnels

En 
ollaboration ave
 S.A. Abramov (Mos
ou, 
f. 8.3.1), nous avons développé et implémenté

une nouvelle méthode dire
te pour 
al
uler les solutions formelles, polynomiales et rationnelles

de systèmes d'équations fon
tionnelles, par exemple di�érentiels, ou au di�éren
es ou (q)�

di�éren
es. Cette méthode, qui est une généralisation aux systèmes de notre appro
he par la

ré
urren
e induite

[ABP95℄

, transforme le système en un système de ré
urren
es satisfait par les


oe�
ients des solutions formelles du système initial, puis transforme le système de ré
urren
e

a�n d'en extraire des bornes sur les ordres et degrés des solutions rationnelles. Cette transfor-

mation est plus faible que le 
al
ul d'une forme super�irrédu
tible

[AB98,Bar99℄

et représente une

amélioration de 
omplexité par rapport à l'EG�élimination d'Abramov

[Abr99℄

. Ces travaux ont

été présenté à la 
onféren
e ISSAC'2001 [10℄.

Algèbre linéaire

Bien que 
onçue pour des matri
es d'opérateurs, la transformation mentionnée 
i-dessus s'ap-

plique tout aussi bien aux matri
es de polyn�mes usuels, où elle s'avère avoir une 
omplexité


omparable aux meilleures méthodes

[MS00a,MS00b℄

. Dans le 
adre du stage de Gaurav Chatley

(IIT Kanpur), le 
as des polyn�mes usuels a été implémenté, et 
omparé aux autres méthodes

disponibles dans �

it

(relèvement de Hensel, théorème 
hinois, forme de Popov faible et Gauss�

Bareiss). Ces expérien
es ont 
on�rmé que sa 
omplexité arithmétique était 
omparable aux

meilleures méthodes, mais que la 
roissan
e de la taille des 
oe�
ients limitait son utilisation

aux matri
es de polyn�mes à 
oe�
ients dans un 
orps �ni. Une analyse de 
ette transforma-

tion, de son 
hamp d'appli
abilité et de sa 
omplexité à été soumise au Journal of Symboli


Computation.

Appli
ations aux 
ourbes algébriques

Le 
al
ul des propriétés topologiques (genre, 
omposantes 
onnexes,. . .) d'une 
ourbe algé-

brique plane peut se réduire à l'étude d'un opérateur di�érentiel linéaire qui lui est asso
ié

[CSTU01℄

.

Dans le 
adre du stage de DEA d'Emmanuelle Dottax, nous avons implémenté et testé 
ette

méthode de 
al
ul du genre enMaple, et 
on
lut que le 
oût du 
al
ul de l'opérateur di�éren-

tiel asso
ié est prohibitif. Nous avons aussi testé une nouvelle méthode qui utilise un système

di�érentiel linéaire au lieu d'un opérateur s
alaire, ainsi qu'une 
onje
ture sur le lien entre

la transformation dé
rite dans [10℄ et les exposants du système, pour en déduire le genre de

la 
ourbe. Ce travail nous a permis de véri�er la 
onje
ture ainsi que de 
onstater que l'ap-

[ABP95℄ S. Abramov, M. Bronstein, M. Petkov²ek, � On Polynomial Solutions of Linear Operator

Equations �, in : Pro
eedings of ISSAC'95, ACM Press, p. 290�296, 1995.

[AB98℄ S. Abramov, M. Barkatou, � Rational solutions of �rst order di�eren
e systems �, in : Pro
ee-

dings of ISSAC'98, O. Gloor (éditeur), ACM Press, p. 124�131, 1998.

[Bar99℄ M. Barkatou, � On Rational Solutions of Systems of Linear Di�erential Equations �, Journal of

Symboli
 Computation 28, 4 and 5, O
tober/November 1999, p. 547�568.

[Abr99℄ S. Abramov, � EG�eliminations �, Journal of Di�eren
e Equations and Appli
ations 5, 1999,

p. 393�433.

[MS00a℄ T. Mulders, A. Storjohann, � On Latti
e Redu
tion for Polynomial Matri
es �, Te
hni
al

Report n

o

356, Dpt. of Computer S
ien
e, ETH Zuri
h, 2000.

[MS00b℄ T. Mulders, A. Storjohann, � Rational solutions of singular linear systems �, in : Pro
eedings

of ISSAC'2000, C. Traverso (éditeur), ACM Press, p. 242�249, 2000.

[CSTU01℄ O. Cormier, M. Singer, B. Trager, F. Ulmer, � Linear Di�erential Operators for Polynomial

Equations �, manus
ript submitted to the Journal of Symboli
 Computation, 2001.
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pro
he par un système est plus e�
a
e que 
elle par un opérateur s
alaire, mais reste moins

e�
a
e que l'appro
he 
lassique par le polygone de Newton. En 
ollaboration ave
 B. Tra-

ger, nous 
ontinuons à étudier 
ette méthode dans le but d'engendrer un système di�érentiel

expli
itement régulier.

Rédu
tibilité et solutions Liouvilliennes des équations aux di�éren
es �nies

Nous avons a
hevé 
ette année la des
ription d'un algorithme e�e
tif et 
omplet qui 
al
ule

les solutions Liouvilliennes d'équations aux di�éren
es �nies linéaires d'ordre arbitraire.

Rappelons que Peter A. Hendriks et Mi
hael F. Singer avaient donné

[HS99℄

un algorithme

de re
her
he de telles solutions. Cet algorithme avait 
ependant pour défaut d'être basé sur

la re
her
he des solutions hypergéométriques d'une famille d'opérateurs asso
iés, re
her
he

sus
eptible de né
essiter un grand nombre de 
al
uls dans diverses extensions �n'apparaissant

pas for
ément dans le résultat �nal� du 
orps de base 
onsidéré.

L'algorithme que nous donnons se base largement sur notre pré
édent algorithme de fa
to-

risation des équations aux di�éren
es �nies linéaires au moyen de leur Eigenring. Il a l'avantage

de se ramener uniquement :

� à la re
her
he des solutions rationnelles (
'est à dire dans le 
orps de base) d'une famille

d'opérateurs, re
her
he moins 
oûteuse que 
elles des solutions hypergéométriques

� dans 
ertains 
as, à la re
her
he de solutions hypergéométriques sans extension du 
orps

de base.

Des exemples 
omplexes ont déjà été traité par 
et algorithme au moyen des logi
ielsMaple

et Shasta (
f. 5.4).

Ces deux algorithmes (de fa
torisation et de re
her
he des solutions liouvilliennes) sont

dé
rits dans la thèse de Raphaël Bomboy [9℄, et doivent faire pro
hainement l'objet de sou-

missions à la 
onféren
e ISSAC 2002 et au Journal of Symboli
 Computation.

Équations à 
oe�
ients fon
tionnels

Nous avons 
ontinué 
ette année l'étude d'algorithmes pour résoudre les équations aux di�é-

ren
es dont les 
oe�
ients 
ontiennent des fon
tions plus générales que les polyn�mes. Nous

avons proposé un nouvel algorithme de 
al
ul de solutions rationnelles d'équations à 
oe�-


ients dans une extension hypergéométrique simple d'un 
orps de fon
tions rationnelles, et


ontinuons notre 
ollaboration ave
 S.A. Abramov (Mos
ou) et M. Petkov²ek (Ljublana) pour

le 
al
ul des solutions rationnelles et hypergéométriques d'équations à 
oe�
ients dans une

tour d'extension hypergéométriques imbriquées (
f. 8.2.3).

6.2 Algorithmes pour les systèmes non linéaires

Parti
ipante : Evelyne Hubert.

Mots 
lés : algèbre di�érentielle, systèmes di�érentiels, ensembles triangulaires, élément

primitif di�érentiel, invariants di�érentiels, systèmes symétriques.

Triangulation-dé
omposition des systèmes polynomiaux et di�érentiels

[HS99℄ P. Hendriks, M. Singer, � Solving Di�eren
e Equations in Finite Terms �, Journal of Symboli


Computation 27, 3, Mar
h 1999, p. 239�260.
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Les algorithmes de dé
omposition 
ara
téristique pour les systèmes di�érentiels peuvent être

perçus 
omme une généralisation des algorithmes de dé
omposition 
ara
téristique pour les sys-

tèmes polynomiaux. Ce thème a ré
emment béné�
ié de nouveaux algorithmes et d'implanta-

tions e�
a
es

[Kal98,ALMM99,Wan99,AMM99℄

. Nous nous avons poursuivi l'étude de 
es algorithmes

et produit une première implantation en Maple disponible à présent ave
 la bibliothèque dif-

falg (
f. 5.1).

Ce travail sur les ensembles triangulaires a permis de généraliser la 
onstru
tion du résolvent

d'un système di�érentiel

[Rit50℄

. Ce travail avait été entamé en 2000 lors du stage de DEA de

T. Cluzeau. Le sujet a 
ette année reçu une plus grande généralisation et aussi un algorithme

e�e
tif pour son 
al
ul. Il est à présent publié sous forme de rapport de re
her
he [12℄ et soumis

à publi
ation.

La 
onstru
tion de Ritt permet de montrer l'existen
e d'une équation di�érentielle, la ré-

solvante, dont la solution générale est rationnellement équivalente au zéro générique d'un idéal

di�érentiel premier. Nous avons généralisé 
e résultat pour les idéaux di�érentiels réguliers 
'est

à dire dé�nis par des ensembles di�érentiellement triangulaires. Ce sont les idéaux di�érentiels

intermédiaires obtenus par les algorithmes de dé
omposition. Ce
i a né
essité de généraliser

des résultats de Ritt sur l'ordre et la dimension di�érentielle des idéaux di�érentiels. Ces ré-

sultats nouveaux, quoique très naturels, sont intéressants par eux-mêmes. Nous avons donné

de sur
roît un algorithme e�e
tif pour 
al
uler la résolvante d'un idéal di�érentiel régulier à

partir de l'ensemble di�érentiellement triangulaire le dé�nissant. L'algorithme est en fait un

algorithme de 
hangement de 
lassement, et là en
ore, les idées développées sont intéressantes

en elles-mêmes.

Repère mobile et systèmes di�érentiels symétriques

Le grand obje
tif du projet Repère Mobile et Systèmes Di�érentiels (
f. 8.2.2) est d'obtenir

une alternative aux algorithmes de dé
omposition 
ara
téristique pour les systèmes invariants

sous l'a
tion d'un groupe de Lie. Un exemple d'un tel problème, issu de l'optique, est le système

formé d'un Lapla
ien u

xx

+u

yy

+u

zz

= f(u) 
ombiné ave
 une 
ontrainte u

2

x

+u

2

y

+u

2

z

= 1, qui

est également invariante par l'a
tion des rotations sur les variables indépendantes. Dans son

arti
le prospe
tif

[Man01℄

, E. Mans�eld a réussi a répondre à la question a�érente à 
e système

� à savoir pour quelle fon
tion f le système admet une solution. De nombreuse di�
ultés sont

déjà exposées par le traitement de 
et exemple. Nous re
her
hons les fondements algébriques

et algorithmiques pour mettre en pla
e un traitement général des systèmes symétriques.

Nous avons 
ette année mis au point la généralisation, montrée né
essaire par les études

[Kal98℄ M. Kalkbrener, � Algorithmi
 Properties of Polynomial Rings �, Journal of Symboli
 Compu-

tation 26, 5, November 1998, p. 525�582.

[ALMM99℄ P. Aubry, D. Lazard, M. Moreno-Maza, � On the theories of triangular sets �, Journal of

Symboli
 Computation 28, 1-2, 1999.

[Wan99℄ D. Wang, Elimination methods, Texts and Monographs in Symboli
 Computation, Springer-Verlag

Wien, 1999.

[AMM99℄ P. Aubry, M. Moreno-Maza, � Triangular sets for solving polynomial systems: a 
omparative

implementation of four methods �, Journal of Symboli
 Computation 28, 1-2, 1999, p. 125�154.

[Rit50℄ J. Ritt, Di�erential Algebra, Colloquium publi
ations, XXXIII, Ameri
an Mathemati
al So
iety,

1950, Reprinted by Dover Publi
ations, In
 (1966).

[Man01℄ E. Mansfield, � Algorithms for Symmetri
 Di�erential Systems �, FoCM journal, 2001.
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prospe
tives, de la méthode du repère mobile de Fels et Olver

[FO99℄

et son algébrisation.

Un algorithme 
omplet en dé
oule pour le 
al
ul des invariants di�érentiels et des opérateurs

di�érentiels invariants. Ces résultats sont en 
ours de réda
tion.

Nous avons également 
erné une stru
ture di�érentio-algébrique dans laquelle il semble

possible d'élaborer une théorie et des algorithmes pour les systèmes ré-é
rits en termes des

invariants di�érentiels et soumis à l'a
tion des opérateurs di�érentiels invariants, qui, rappelons

le, ne 
ommutent pas.

6.3 Base de formules

Parti
ipants : Stéphane Dalmas, Mar
 Gaëtano.

Mots 
lés : 
al
ul formel, base de formules, base de données dédu
tive.

Nous avons poursuivi le développement de notre base de données dédu
tive pour formules

mathématiques dans plusieurs dire
tions :

� l'implantation d'un serveur OpenMath : nous avons 
ontinué le développement d'une

version serveur OpenMath de la base destiné d'une part à indexer des do
uments par

les formules mathématiques qu'ils 
ontiennent et d'autre part à fournir un formulaire en

ligne pour les formules usuelles.

� le développement d'une nouvelle version : a�n d'améliorer la qualité des réponses fournies

par la base de formules, nous avons travaillé sur une nouvelle version de l'algorithme de

pattern-mat
hing ainsi qu'à une nouvelle stru
ture de données pour sto
ker les formules.

Il s'agit d'une part d'organiser les formules dans une stru
ture de données qui re�ète

mieux la stru
ture des formules, et d'autre part d'appliquer l'asso
iativité-
ommutativité

lors du pattern-mat
hing dans un ordre parti
ulier donnant les bonnes formules d'abord

(les bonnes formules sont 
elles qui sont le plus pro
he du modèle).

� le développement d'un serveur Web : nous travaillons à la 
on
eption et au développement

d'une interfa
e Web à la version serveur OpenMath de la base de formules. Le but est

d'obtenir un servi
e mathématique en ligne pour la 
onsultation et la re
her
he de formule

usuelle à partir d'une instan
e de l'une de 
es formules.

7 Contrats industriels (nationaux, européens et internationaux)

7.1 Airbus

Parti
ipants : Stéphane Dalmas, Yves Papegay [projet Coprin℄.

Ce 
ontrat de 3 mois porte sur la gestion et l'analyse de modèles aérodynamiques par des

te
hniques de 
al
ul formel. Nous avons 
onçu et réalisé un prototype en Mathemati
a qui

sera évalué par les ingénieurs d'Airbus pour les 
hoix de développement de leur futur outil

(dont la réalisation devrait 
ommen
er l'année pro
haine). Dans 
e 
adre, nous avons aussi

[FO99℄ M. Fels, P. J. Olver, � Moving 
oframes. II. Regularization and theoreti
al foundations �, A
ta

Appl. Math. 55, 2, 1999, p. 127�208.
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apporté à notre partenaire notre expertise MathML, format qu'Airbus souhaitait adopter pour

la représentation de leurs équations et données mathématiques.

7.2 MAPLE

Parti
ipante : Evelyne Hubert.

Nous avons 
ette année signé ave
 Waterloo Maple In
. un 
ontrat pour la maintenan
e et

la mise à jour de la bibliothèque di�alg (
f. 5.1). Des négo
iations ave
 WMI sont en 
ours

pour l'extension de 
e 
ontrat à des développements dans les résolveurs MAPLE d'équations

di�érentielles et aux di�éren
es linéaires.

7.3 NAG

Parti
ipant : Manuel Bronstein.

Ce 
ontrat a pour but d'évaluer les versions préliminaires du 
ompilateur Aldor de NAG

Ltd. en vue d'une 
ommer
ialisation ultérieure. Il nous permet d'obtenir, d'une part, les ver-

sions de développement du 
ompilateur et des bibliothèques qui y sont jointes, et, d'autre part,

des modi�
ations né
essaires à notre travail. Ce 
ontrat se termine �n 2001 ave
 la distribution

o�
ielle du 
ompilateur Aldor à partir de http://www.aldor.org.

8 A
tions régionales, nationales et internationales

8.1 A
tions nationales

8.1.1 A

ueils de 
her
heurs français

Dans le 
adre du séminaire 
ommun Café et Galaad (
f. 9.1), nous avons reçu la visite de

Olivier Cormier et Félix Ulmer (université de Rennes, 3 jours en juin 2001). Dans le 
adre de

notre 
ollaboration ave
 Mar
 Moreno-Maza (université de Lille) pour l'é
riture 
onjointe de

la bibliothèque Algebra (
f. 5.3), nous l'avons reçu une semaine en avril 2001 et une semaine

en juillet 2001.

8.2 A
tions européennes

8.2.1 OpenMath

Parti
ipants : Stéphane Dalmas, Mar
 Gaëtano.

Café parti
ipe au réseau thèmatique OpenMath (IST-2000-28719) qui a débuté ses tra-

vaux en juillet, pour trois ans. Ce réseau fait suite au projet intitulé OpenMath : A

essing

and Using Mathemati
al Information Ele
troni
ally (IST 24.969) qui s'etait terminé �n août

2000. L'obje
tif est de 
ontinuer à développer et promouvoir OpenMath, un standard pour la


ommuni
ation d'objets mathématiques.
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Ce réseau est 
oordonné par NAG (Grande-Bretagne) et regroupe l'université de Bath

(Grande-Bretagne), l'université te
hnique d'Eindhoven (Pays-Bas), l'université de Saint An-

drews (Grande-Bretagne), l'université de Ni
e�Sophia Antipolis, l'université de Sarrebru
k

(German Resear
h Center for Arti�
ial Intelligen
e, Allemagne), le ZIB (Allemagne), RISC

(Resear
h Institute for Symboli
 Computation, Autri
he), Springer Verlag (Allemagne), Stilo

Te
hnology Ltd (Grande-Bretagne) et Explo-IT Resear
h (Italie).

8.2.2 PAI Allian
e

Le Programme d'A
tions Intégrées ALLIANCE a retenu le projet Repère Mobile et Systèmes

Di�érentiels 
onjointement présenté par Elizabeth Mans�eld (University of Kent) et Evelyne

Hubert. Ce projet propose de développer des algorithmes pour l'étude et l'analyse des systèmes

di�érentiels non linéaires invariants sous l'a
tion d'un groupe de Lie. La première année de 
e

projet a été vouée à la généralisation et l'algébrisation de la méthode du repère mobile pour

mettre en pla
e une version entièrement algorithmique.

8.2.3 PAI Proteus

Le Programme d'A
tions Intégrées PROTEUS a retenu le projet Hypergeometri
 solutions

of linear (q)-di�eren
e equations with (q)-hypergeometri
 
oe�
ients 
onjointement présenté

par Marko Petkov²ek (université de Ljubljana) et Manuel Bronstein. Ce projet propose de

généraliser l'algorithme Hyper

[Pet92℄

aux équations aux di�éren
es à 
oe�
ients dans une tour

d'extensions hypergéométriques d'un 
orps de fon
tions rationnelles. Durant la première année,

l'ossature générale du nouvel algorithme a été développée et les problèmes apparaissant lors de

la ré
urren
e ont été identi�és. Ces travaux se font aussi en 
ollaboration ave
 S.A. Abramov

(Mos
ou), soutenu par l'institut Liapunov (
f. 8.3.1).

8.3 A
tions internationales hors CE

8.3.1 Institut Liapunov

Nous avons 
ontinué à 
ollaborer ave
 S.A. Abramov (Mos
ou) dans le 
adre du pro-

jet Liapunov Équations linéaires aux (q)-di�éren
es à 
oe�
ients (q)-hypergéométriques, dont

l'obje
tif est le développement et l'implantation d'algorithmes e�
a
es pour la manipulation

et la simpli�
ation de termes (q)-hypergéométriques, ainsi que pour le 
al
ul de solutions en

forme 
lose d'équations aux (q)�di�éren
es linéaires dont les 
oe�
ients 
ontiennent de tels

termes. Ces travaux se font aussi en 
ollaboration ave
 M. Petkov²ek (Ljubljana), soutenu par

le PAI Proteus (
f. 8.2.3).

8.3.2 PRA fran
o�
hinois

Le Programme de Re
her
he Avan
ées fran
o�
hinois de l'AFCRST a retenu le projet Al-

gorithmes e�
a
es pour polyn�mes de Ore 
onjointement présenté par Ziming Li (A
ademia

[Pet92℄ M. Petkov²ek, � Hypergeometri
 Solutions of Linear Re
urren
es with Polynomial Coe�
ients �,

Journal of Symboli
 Computation 14, 2 and 3, August&September 1992, p. 243�264.



Projet CAFÉ 23

Sini
a) et Manuel Bronstein. Ce projet proposait de développer des algorithmes modulaires

e�
a
es pour le 
al
ul de pg
d et la fa
torisation de polyn�mes de Ore, mais s'est orienté 
ette

année vers la fa
torisation d'opérateurs di�érentiels linéaires partiels, qui fait l'objet d'une

demande de bourse en 
o-tutelle pour une do
torante 
hinoise.

8.4 Réseaux et groupes de travail internationaux

8.4.1 Groupe de travail sur les mathématiques du W3C

Stéphane Dalmas est membre du nouveau groupe de travail sur les mathématiques du

World Wide Web Consortium (W3C), mis en pla
e en juin. C'est le troisième groupe sur


e sujet, su

èdant aux groupes qui ont produit les re
ommandations MathML 1.0 et 2.0

(MathML est un standard pour in
lure des mathématiques dans un do
ument XML). Ce

nouveau groupe 
ontinuera son travail jusqu'en mai 2003. Il devrait 
on
entrer son a
tivité sur

la maintenan
e de MathML 2.0 et toutes les a
tions pouvant aider l'adoption de 
e standard

(jeux de tests, guide pour les implémenteurs, tradu
teurs depuis d'autres formats, feuilles de

style...) en liaison ave
 les autres a
tivités du W3C (notamment CSS et XSL, S
hémas, Web

sémantique et servi
es Web).

8.5 A

ueils de 
her
heurs étrangers

Europe (CEE) Dans le 
adre de notre PAI Allian
e (
f. 8.2.2), nous avons reçu Peter

Clarkson, Liz Mans�eld et Agnes Szantö (University of Catnterbury at Kent) pour 10 jours en

mai 2001. Collaborateur E. Hubert : méthode du repère mobile.

Europe (hors�CEE) Dans le 
adre de notre projet Liapunov (
f. 8.3.1), nous avons reçu

Sergei Abramov (Université de Mos
ou) pour deux semaines en avril 2001. Collaborateur :

M. Bronstein : résolution de systèmes fon
tionnels linéaires.

Niklaus Mannhart (ETH Zuri
h, Suisse) : une semaine en juin 2001. Collaborateur M. Bron-

stein : bibliothèque de programmation distribuée en Aldor.

Dans le 
adre de notre PAI Proteus (
f. 8.2.3), nous avons reçu Marko Petkov²ek (Université

de Ljubljana) ainsi que son étudiante en thèse Helena Zakraj²ek pour une semaine en mai 2001.

Collaborateur M. Bronstein : équations aux di�éren
es à 
oe�
ients hypergéométriques.

Amérique du Nord Irina Kogan (Yale, USA) : 4 semaines en juin 2001. Irina Kogan a

soutenue un thèse de do
torat sous la dire
tion de Peter Olver, University of Minneapolis.

Elle a développé des extensions de la méthode du repère mobile pour le 
al
ul in
rémental

des invariants di�érentiels d'un groupe de Lie. Son expertise est très intéressante pour le

développement du projet. Cette visite a permis de développer une pro
he 
ollaboration ave


E. Hubert.

Barry Trager (IBM Resear
h, USA) : 2 jours en juin 2001. Collaborateur M. Bronstein :


al
ul du genre d'une 
ourbe algébrique.

Stephen Watt (UWO, Canada) : 5 jours en mai 2001. Collaborateur M. Bronstein : biblio-

thèques de 
al
ul formel en Aldor.
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Chine Dans le 
adre de notre PRA fran
o�
hinois (
f. 8.3.2), nous avons reçu Ziming Li

(A
ademia Sini
a) pour 10 jours en mars 2001. Collaborateurs M. Bronstein et E. Hubert :

algorithmes pour polyn�mes de Ore et ensembles triangulaires.

9 Di�usion de résultats

9.1 Animation de la 
ommunauté s
ienti�que

� E. Hubert a organisé au printemps un s\'eminaire hebdomadaire 
ommun ave
 l'équipe

Galaad, dont le programme 
omportait des orateurs d'envergure internationale et des

jeunes 
her
heurs. Les 
ollaborateurs du projet Café qui ont pris la parole à 
e séminaire

sont :

� Ziming Li, Institute of Systems S
ien
e, Beijing (
f. PRA)

� Mar
 Moreno-Maza, université de Lille ;

� Helena Zakrajsek, université de Ljubljana (
f. 8.2.3) ;

� Alban Quadrat, université de Leeds ;

� Barry Trager, IBM resear
h ;

� Olivier Cormier et Félix Ulmer de l'université de Rennes ;

� Agnes Szanto, Peter Clarkson et Elizabeth Mans�eld de l'université de Kent (
f. 8.5) ;

� Irina Kogan, Yale University (
f. 8.5)

� M. Bronstein a parti
ipé à la se
tion d'audition de l'INRIA Ro
quen
ourt du 
on
ours

CR2 (2001) ainsi qu'au jury d'admissibilité du 
on
ours INRIA DR2 (2001).

� M. Bronstein est membre de l'ILC (Industrial Liaison Committee), 
ommission de 
onseil

et de pilotage du 
entre de re
her
he ORCCA (Ontario Resear
h Centre for Computer

Algebra) et a parti
ipé à sa réunion annuelle, qui a eu lieu à London (Ontario) les 7 et

9 mai 2001.

� M. Bronstein est membre du 
omité de le
ture du Journal of Symboli
 Computation, et

parti
ipe au 
omité de programme de la 
onféren
e RWCA'2002.

� J.-A. Weil est animateur ave
 Gilles Villard (LIP, Lyon) pour 2002 de l'A
tionSpe
ifique46

(Cal
ul Formel) du departement Sti
 du CNRS (animation s
ienti�que et developpement

des intera
tions du 
al
ul formel ave
 d'autres 
hamps dis
iplinaires).

9.2 Enseignement universitaire

� Dans le 
adre de son servi
e d'enseignement d'ATER en mathématiques à l'université de

Ni
e-Sophia Antipolis, R. Bomboy doit e�e
tuer dans l'année universitaire un servi
e de

96 heures de TD en DEUG s
ienti�que.

� F. Boulier (Lille) et M. Bronstein (Café) ont enseigné en 2000/2001 un module � Équa-

tions di�érentielles � dans la �lière � Cal
ul formel � du DEA X--ENSd'algorithmique

(20h). Ce module est de nouveau enseigné en 2001/2002 (20h).

� E. Hubert en 
ollaboration ave
 I. Emiris et B. Mourrain (équipe Galaad) ont enseigné

un module de Cal
ul Formel du DEA de Math\'ematiquesDis
r\`etesetFondementdel'

Informatique (20h).
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� E. Hubert assure la formation Informatique et Cal
ul Formel de 
lasses préparatoires

s
ienti�ques au Centre International de Valbonne (60h).

� J.-A. Weil a enseigné un 
ours d'algèbre di�érentielle (13h) lors de l'é
ole CIMPA-

UNESCO-VIETNAM (Hanoi, Vietnam, du 26 novembre au 7 dé
embre 2001).

� M. Bronstein a parti
ipé en tant que rapporteur aux jurys de thèse d'Alexandre Se-

doglavi
 (É
ole Polyte
hnique, 25 septembre 2001) et d'Olivier Cormier (Université de

Rennes, 5 novembre 2001).

� M. Bronstein et J.-A. Weil ont parti
ipé respe
tivement en tant qu'examinateur et di-

re
teur au jury de thèse d'Anne Fredet (É
ole Polyte
hnique, 6 novembre 2001).

9.3 Thèses et Stages

Thèses soutenues dans le projet :

1. Raphaël Bomboy, � Rédu
tibilité et résolubilité des équations aux di�éren
es �nies �,

UNSA, soutenue le 7 septembre 2001.

Stages e�e
tués dans le projet :

1. Gaurav Chatley, � Ben
hmarking and extension of fast linear algebra algorithms �

2. Emmanuelle Dottax, � Cal
ul du genre d'une 
ourbe algébrique �

3. Sébastien Lafaille, � Résolution d'équations di�érentielles en termes de fon
tions spé
iales

�

9.4 Parti
ipation à des 
olloques, séminaires, invitations

R. Bomboy a présenté ses travaux sur la fa
torisation et la re
her
he des solutions Liou-

villiennes des équations aux di�éren
es �nies linéaires au séminaire de 
ombinatoire de l'uni-

versité de Ljubljana (Ljubljana, Slovénie, 11 septembre 2001).

M. Bronstein a présenté ses travaux sur les systèmes fon
tionnels linéaires dans divers

séminaires et 
onféren
es :

� au séminaire GAGE (É
ole Polyte
hnique, 17 janvier 2001),

� au LIFL (Université de Lille, 24 janvier 2001),

� à la so
iété Waterloo Maple (Waterloo, Ontario, 8 mai 2001),

� au séminaire ALGO (INRIA Ro
quen
ourt, 11 juin 2001),

� à la 
onféren
e ISSAC'2001 (London, Ontario, 22�25 juillet 2001),

� au séminaire de 
ombinatoire de l'université de Ljubljana (Ljubljana, Slovénie, 11 sep-

tembre 2001).

S. Dalmas a parti
ipé à la réunion de lan
ement de l'OpenMath Themati
 Network (Berlin,

6 et 7 août 2001, 
f. 8.2.1).

M. Gaëtano a parti
ipé à la première réunion de l'OpenMath Themati
 Network (Linz, 27

et 28 septembre 2001, 
f. 8.2.1).

E. Hubert a

� rendu visite à Elizabeth Mans�eld à Canterbury pendant deux semaines en août 2001

dans le 
adre du PAI Allian
e (
f. 8.2.2).
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� présenté les résultats de [12℄ au 
ongrès de l'InternationalSo
ietyforAnalysis,

itsAppli
ationsandComputation (Berlin, août 2001) et à la 
onféren
e GROSTATV, ap-

pli
ations of 
ommutative algebra to statisti
s, (Nouvelle Orleans, septembre 2001).

� été invitée a donner un exposé sur la triangulation des systèmes di�érentiels à la 
onfé-

ren
e Symboli
andNumeri
S
ientifi
Computations (Linz, septembre 2001).

� présenté ses travaux au 
ours de deux séminaires donnés à l'Institute of Systems S
ien
e,

A
ademia Sini
a, Beijing lors de sa visite dans le 
adre du PRA fran
o-
hinois (
f. 8.3.2).

Cette visite a eu lieu en o
tobre 2001.

J.-A. Weil a visité l'équipe d'algèbre di�érentielle de NYU (New York) du 16 au 22 o
-

tobre et a présenté ses travaux en théorie de Galois di�érentielle dans divers séminaires et


onféren
es :

� au séminaire Kol
hin (NYU, 18 et 20 o
tobre 2001),

� à la Texas Te
h University (Lubbo
k, Texas, 23 o
tobre 2001),

� au séminaire Waldshmidt-Cartier (IHP, Paris, 19 novembre 2001),

� à la 
onféren
e DifferentialEquations,ApproximationsandAppli
ations (Hanoi, Viet-

nam, 10�15 dé
embre 2001).
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