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2 Présentation et obje
tifs généraux

La propagation d'ondes de toutes natures est l'un des phénomènes physiques les plus simples

et les plus usuels auquel nous soyons 
onfrontés. Depuis la vie 
ourante (sons, vibrations,

vagues, télé
ommuni
ations, radar) jusqu'à l'é
helle de l'univers (ondes éle
tromagnétiques, de

gravité) et à 
elle de l'atome (émission spontanée ou stimulée, interféren
es entre parti
ules), 
e

sont l'émission et la ré
eption des ondes qui 
onstituent notre moyen privilégié de 
onnaissan
e

du monde qui nous entoure.

L'étude et la simulation numérique des phénomènes de propagation 
onstituent don
 une

a
tivité très répandue dans les divers domaines de la physique et de l'art de l'ingénieur.

La variété et la 
omplexité des problèmes posés, leur intérêt s
ienti�que et industriel, la

prise de 
ons
ien
e d'une stru
ture mathématique 
ommune à des problèmes issus de domaines

di�érents justi�ent qu'un projet de re
her
he en Cal
ul S
ienti�que soit entièrement dédié à


e thème. Ce projet est un projet 
ommun INRIA-CNRS-ENSTA.

De façon générale, l'a
tivité du projet est orientée vers la 
on
eption, l'analyse, l'approxi-

mation numérique et le 
ontr�le de modèles mathématiques pour la des
ription des phénomènes

de propagation d'ondes intervenant en mé
anique et en physique et dans les s
ien
es de l'in-

génieur.

Au-delà de l'obje
tif général de progression de la 
onnaissan
e s
ienti�que, trois buts

peuvent être assignés au projet :

� Le développement d'une expertise des problèmes relatifs aux quatre types d'ondes étu-

diées : a
oustique, ondes de gravité, élastodynamique et éle
tromagnétique, ainsi que des

diverses méthodes de résolution numérique.

� Le traitement des problèmes 
omplexes, 
'est-à-dire dont la modélisation soit su�sam-

ment pro
he des situations 
on
rètes.
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� Le développement des méthodes numériques originales.

L'étude de tels problèmes 
onduit naturellement à des appli
ations importantes sur le plan

industriel. Pour s'attaquer à 
es problèmes, notre démar
he s
ienti�que repose sur une appro
he

selon les trois angles suivants :

� La modélisation des problèmes physiques, leur mise en équations et la 
on
eption de

modèles appro
hés à l'aide de méthodes asymptotiques.

� L'étude théorique des modèles mathématiques relativement à l'existen
e, l'uni
ité et aux

propriétés qualitatives essentielles des modèles.

� La 
on
eption, l'analyse et la mise en oeuvre de méthodes numériques, l'étude de la pré-


ision et de la stabilité des méthodes, la mise au point d'algorithmes, leur parallélisation

et leur ve
torisation.

3 Fondements s
ienti�ques

Notre a
tivité repose avant tout sur l'existen
e de modèles mathématiques issus de la phy-

sique. Il s'agit d'équations ou de systèmes d'équations aux dérivées partielles de type hyper-

bolique (pour reprendre la terminologie mathématique). Les modèles de base, qui s'appuient

sur une physique simpli�ée, sont linéaires. Le prototype en est l'équation des ondes :

�

2

u

�t

2

� 


2

�u = 0;

qui s'applique dire
tement aux ondes a
oustiques mais 
onstitue un modèle s
alaire simpli�é

pour les autres types d'onde. C'est pourquoi le développement de nouvelles méthodes numé-

riques passe souvent par son appli
ation à l'équation des ondes. Une physique plus réaliste

vient en général enri
hir 
es modèles de base et en a

roître la 
omplexité : 
onditions aux

limites, termes non linéaires, termes intégro-di�érentiels, 
ouplages de modèles, ...

Il est 
ommun de distinguer deux types de problèmes asso
iés à 
es modèles : les problèmes

en temps (ou problèmes transitoires) et les problèmes en fréquen
e (ou problèmes harmo-

niques). Dans le premier 
as, le temps fait expli
itement partie des variables de l'in
onnue du

problème et on s'intéresse alors à un problème d'évolution. Dans le se
ond 
as, la dépendan
e

en temps est imposée a priori, par l'intermédiaire de la sour
e par exemple. Elle est supposée

périodique en temps, et même harmonique : on 
her
he une solution proportionnelle à e

i!t

, où

! > 0 désigne la pulsation (on parle aussi de fréquen
e). Le temps n'intervient alors plus que

par l'intermédiaire de 
ette fréquen
e, qui joue le r�le de paramètre, et l'in
onnue re
her
hée

est une fon
tion des seules variables spatiales. Ainsi, l'équation des ondes donne naissan
e à

l'équation de Helmholtz :

�


2

�u� !

2

u = 0:

Il 
onvient de souligner que 
es deux types de problèmes, bien qu'issus d'une même modéli-

sation physique, ont des propriétés mathématiques radi
alement di�érentes et né
essitent le

développement de méthodes numériques adaptées. En outre, la justi�
ation mathématique pré-


ise du passage de l'un à l'autre s'avère souvent déli
ate. En�n, signalons que les problèmes

harmoniques n'ont, du moins en toute rigueur, plus d'objet dès que le modèle mathématique

devient non linéaire.
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Toutefois, il est un point 
ommun entre 
es problèmes : l'existen
e d'une dimension 
ara
-

téristique qu'on appelle la longueur d'onde. Très intuitivement, 
ette dimension est la longueur

sur laquelle la solution re
her
hée varie substantiellement (typiquement la période d'une solu-

tion périodique). Dans le 
as d'une propagation en milieu hétérogène, il 
onviendra de parler de

plusieurs longueurs d'onde, 
elle-
i pouvant varier d'une région de l'espa
e à l'autre. Sa 
onnais-

san
e a bien entendu une in�uen
e fondamentale sur les propriétés de la solution et don
 sur

le 
hoix d'une méthode numérique. Un problème sera 
onsidéré 
omme de grande taille si le

rapport entre la taille de 
e problème (à savoir la taille du domaine de 
al
ul dans le 
as d'un

problème harmonique ou la distan
e par
ourue par l'onde pendant le temps d'intégration dans

le 
as d'un problème transitoire) et la longueur d'onde est grand.

A
tuellement, on maîtrise bien les méthodes numériques pour résoudre les problèmes a
a-

démiques ou industriels de base. Beau
oup de 
ompagnies possèdent des 
odes de 
al
ul s'ap-

puyant sur des méthodes de nature diverse et de pré
ision peu élevée (typiquement du se
ond

ordre par rapport aux paramètres de dis
rétisation). Ces méthodes sont �ables et leurs limites

en général bien 
ernées. En revan
he les problèmes plus 
omplexes et plus pro
hes des appli-


ations restent largement ouverts et 
onstituent un 
hamp d'investigation très fertile pour les

mathématiques appliquées. Les re
her
hes en Mathématiques Appliquées s'orientent mainte-

nant dans les dire
tions suivantes :

� La 
on
eption de nouvelles méthodes plus pré
ises et plus performantes

� Le traitement des modélisations de plus en plus 
omplexes : modèles non lo
aux, modèles

non linéaires, systèmes 
ouplés,...

� L'étude de phénomènes spé
i�ques : ondes guidées, résonan
es, singularités de solutions

� Le développement de modèles appro
hés.

C'est dans 
e 
adre que s'ins
rivent les problématiques abordées par le projet Ondes.

3.1 Simulation pré
ise et rapide pour la propagation d'ondes

Les problèmes auxquels on est souvent 
onfronté sont de grande taille au sens où le rapport

entre la taille du domaine de 
al
ul (ou la distan
e par
ourue par l'onde pendant la durée

de la simulation en régime transitoire) et la longueur d'onde peut être grande. Dans 
e 
as,

les méthodes évoquées plus haut tombent en défaut et des phénomènes parasites, tels que

la dispersion numérique pour n'en 
iter qu'un, viennent gravement enta
her la �abilité des

résultats. Par ailleurs, la grande taille des problèmes 
onduit à des 
al
uls sur ordinateur à

la fois longs et gourmands en pla
e mémoire. Il est alors naturel de 
her
her à améliorer les

méthodes numériques en termes de pré
ision et d'e�
a
ité, les deux allant d'ailleurs parfois de

paire.

C'est dans 
ette perspe
tive que se situent les travaux que nous menons sur les méthodes

d'ordre élevé en régime transitoire, tant en 
e qui 
on
erne les di�éren
es �nies que les élé-

ments �nis. L'utilisation de 
ette deuxième 
lasse de méthodes pose le problème pratique de

la 
ondensation de masse, opération préliminaire indispensable pour aboutir à des s
hémas

numériques expli
ites, propriété essentielle pour préserver l'e�
a
ité de la méthode résultante.

Le fondement mathématique de 
ette opération de 
ondensation repose sur l'utilisation de

formules de quadrature numérique. Celle-
i doit bien sûr se faire sans nuire à la pré
ision et à

la stabilité des 
al
uls, 
e qui pose des problèmes théoriques intéressants (dont la nature varie
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ave
 le modèle de propagation étudié) et 
onduit à des méthodes originales.

Des questions analogues se posent en régime fréquentiel, le problème étant alors de diminuer

la taille ou d'améliorer le 
onditionnement des problèmes à traiter. C'est dans 
et esprit que

se situent nos travaux sur les méthodes de dé
omposition de domaine, évoqués plus en détail

dans le paragraphe Cal
ul parallèle.

En�n, on peut être dans une situation où on ne s'intéresse qu'à une partie de la solution

d'un problème, auquel 
as on doit s'atta
her à 
on
evoir des méthodes adaptées à 
e 
as de

�gure, plus e�
a
es qu'une méthode générale. C'est le 
as des équations paraxiales qui ont

été 
onçues pour 
al
uler de façon appro
hée la propagation d'une onde dans une dire
tion

privilégiée. De tels modèles sont abondamment utilisés en géophysique (la dire
tion privilégiée

est la verti
ale) ou en a
oustique sous-marine (la dire
tion privilégiée est horizontale). L'analyse

et l'approximation numérique de 
es modèles 
orrespondent à une problématique pro
he de


elle du traitement des 
onditions aux limites absorbantes (voir paragraphe 3.2).

3.2 Problèmes en géométrie 
omplexe

Les géométries des domaines de 
al
ul ren
ontrés dans les appli
ations réalistes sont souvent


omplexes et ne peuvent se 
ontenter de l'usage de maillages réguliers de type di�éren
es �nies.

Les méthodes d'éléments �nis sont en prin
ipe 
onçues pour pallier 
e genre d'in
onvénient

mais ne 
onstituent pas né
essairement la pana
ée pour toutes les appli
ations, notamment à


ause de leur relative 
omplexité en 
e qui 
on
erne l'implémentation et la gestion informatique.

C'est pourquoi nous nous sommes lan
és dans la re
her
he et l'étude de méthodes alternatives.

� Les méthodes de domaines �
tifs : Ces méthodes ont été popularisées en Fran
e par

R. Glowinski initialement pour la résolution de problèmes statiques de type elliptique.

Leur adaptation aux modèles d'évolution de nature hyperbolique se révèle parti
uliè-

rement fru
tueuse. La philosophie de 
es méthodes 
onsiste, dans un premier temps, à

plonger la géométrie 
omplexe à traiter dans une géométrie simple (typiquement un 
arré

ou un 
ube), puis à oublier la présen
e de la frontière réelle. Dans un se
ond temps, on

introduit une in
onnue de 
al
ul auxiliaire dé�nie uniquement sur 
ette frontière a�n de

tenir 
ompte si possible de la 
ondition aux limites qui y est imposée. Ce
i permet alors

de travailler ave
 deux maillages de 
al
ul quasiment indépendant, un maillage régulier

pour le volume et un maillage 
onforme pour la frontière. Ce
i permet en parti
ulier de

s'a�ran
hir de la majeure partie des di�
ultés pratiques liées aux méthodes d'éléments

�nis. D'un point de vue théorique, l'analyse de 
es méthodes pose des questions déli
ates

liées à la théorie des problèmes de point selle. Signalons que 
es méthodes semblent parti-


ulièrement bien adaptées pour le traitement de �ssures, pour les problèmes de di�ra
tion

par des obsta
les mobiles ou en
ore pour les problèmes d'optimisation ou d'identi�
ation

de formes.

� Les méthodes de ra�nement de maillages : Ces méthodes présentent surtout un

intérêt dans le 
ontexte de l'utilisation de méthodes de di�éren
es �nies. La question

majeure qui se pose est la suivante : 
omment ra

order deux maillages de tailles dif-

férentes de façon stable et pré
ise ? Dans le 
as des problèmes elliptiques statiques (ou

pour les problèmes dans le domaine fréquentiel), les méthodes dites d'éléments joints,

notamment développées en Fran
e par Y. Maday, apportent une solution élégante à 
ette
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question. Cette solution n'est pas su�sante pour les problèmes de propagation d'ondes

où l'utilisation d'un pas de temps lo
al est souhaitable : on diminue le pas de dis
réti-

sation en temps là où on ra�ne le maillage en espa
e. Dans 
e 
as, le problème reste

largement ouvert et les solutions heuristiques développées par les ingénieurs manquent

de fondements s
ienti�ques. Leur étude requiert des te
hniques d'analyse relativement

peu standard et pose des questions de stabilité qui sont nouvelles.

3.3 Résolution de Problèmes en milieux non bornés

De nombreux problèmes de propagation d'onde se posent en milieu non borné ou du moins

très grand par rapport à la zone d'intérêt : nous pensons par exemple au problème de la

di�ra
tion d'une onde éle
tromagnétique par un avion ou à la propagation d'une onde élastique

dans le sous-sol. Pour des raisons pratiques évidentes, on est amené à réduire les 
al
uls e�e
tifs

à un domaine borné en espa
e. Se pose alors le problème du traitement de la frontière arti�
ielle

ainsi introduite a�n de simuler le fait que le milieu de propagation réel est in�ni. C'est 
e qui

amène à introduire les notions de 
onditions aux limites transparentes ( i.e., qui n'ont pas

d'in�uen
e sur la solution), de 
onditions aux limites absorbantes (
onditions aux limites qui

sont 
ensées � laisser sortir � les ondes du domaine de 
al
ul en minimisant les ré�exions

parasites) ou de 
ou
hes absorbantes (des petites bandes qui sont rajoutées autour du domaine

de 
al
ul dans lesquelles on travaille ave
 un modèle mathématique qui permet de laisser rentrer

les ondes dans la 
ou
he puis les absorbe).

Il s'agit d'un thème à la fois important et déli
at qui passionne les mathémati
iens appliqués

depuis près de vingt ans, et auquel les 
her
heurs du projet 
ontribuent de façon substantielle.

Ce sujet est étroitement lié sur le plan théorique aux notions d'opérateurs pseudo di�érentiels

et de leur approximation ainsi qu'à la théorie des problèmes hyperboliques mixtes.

3.4 Modèles asymptotiques ou appro
hés

Dans de nombreux problèmes, on doit faire fa
e à un ou à plusieurs petits paramètres, sou-

vent de nature géométrique : nous pensons par exemple à l'épaisseur du revêtement absorbant

d'un obsta
le ré�é
hissant que l'on 
her
he à rendre furtif, à 
elle d'une 
ou
he de 
olle entre

deux solides, au rayon d'une stru
ture �laire intervenant 
omme élément d'une antenne ou à la

période de variation d'un milieu hétérogène. Cette dimension 
ara
téristique liée au problème


onsidéré peut être petite devant la longueur d'onde, auquel 
as sa prise en 
ompte par des

te
hniques de dis
rétisation 
lassique est déraisonnable et 
oûteuse, mais néanmoins avoir une

grande in�uen
e sur la solution du problème, 
e qui rend né
essaire d'en tenir 
ompte. Une idée

relativement naturelle 
onsiste alors à développer des modèles appro
hés fondés sur un déve-

loppement asymptotique de la solution par rapport au petit paramètre : on aboutira alors selon

les 
as à une 
ondition aux limites dite équivalente ou e�e
tive pour le revêtement absorbant, à

une 
ondition de transmission équivalente pour la 
ou
he min
e, à une équation intégrale �laire

dans le 
as de l'antenne ou à un modèle homogénéisé dans le dernier 
as. Dans 
haque 
as,

la résolution numérique du nouveau problème se révèle plus simple (gain d'une ou plusieurs

dimensions d'espa
e, 
oe�
ients lo
alement 
onstants, ...). La justi�
ation mathématique de


es modèles appro
hés passe par l'attirail 
lassique en analyse numérique : 
ara
tère bien posé
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des problèmes appro
hés, stabilité par rapport au petit paramètre, estimations d'erreur. Dans

le 
as des 
ou
hes min
es, on est 
onfronté à des di�
ultés pro
hes de 
elles ren
ontrées ave


les 
onditions aux limites absorbantes.

Signalons que des te
hniques analogues peuvent être développées dans des 
as où le petit

paramètre n'est pas né
essairement de nature géométrique. Nous pensons aux problèmes basse

fréquen
e, ou aux problèmes non linéaires ave
 données petites.

3.5 Hautes fréquen
es

Cette problématique aurait pu �gurer dans la rubrique méthodes asymptotiques : en e�et,

il s'agit de s'intéresser à des problèmes de propagation dans lesquels la longueur d'onde générée

se révèle très petite vis-à-vis des dimensions du domaine de 
al
ul, 
e qui fournit don
 un petit

paramètre naturel pour un développement asymptotique. Toutefois, la nature des phénomènes

engendrés par 
e petit paramètre est tellement spé
i�que qu'elle né
essite un traitement to-

talement à part : il s'agit d'imaginer une méthode permettant le 
al
ul d'une solution très

os
illante en espa
e. L'idée, maintenant an
ienne, 
onsiste à séparer le 
al
ul de la phase et


elui de l'amplitude à partir de l'ansatz dit de l'optique géométrique qui 
onsiste à postuler

que la solution s'é
rit 
omme le produit d'une exponentielle 
omplexe à phase réelle par une

amplitude qu'on développe suivant les puissan
es inverses de la fréquen
e. On aboutit alors

à une équation pour la phase, appelée équation Eikonale, et à une équation pour le premier

terme du développement de l'amplitude, l'équation de transport. C'est la résolution de 
es

équations qui a donné la méthode 
onnue sous le nom de lan
er de rayons, méthode répandue

dont les limites dépassent toutefois le simple 
adre des hautes fréquen
es : 
oe�
ients variables

non réguliers, problème des 
austiques, zones d'ombre, ...

Depuis quelques années, un nouveau 
ourant est né dans le monde de l'analyse numérique,

qui 
onsiste à s'intéresser dire
tement à l'équation Eikonale en tant qu'équation aux dérivées

partielles. Il s'agit d'une équation non linéaire de type Hamilton-Ja
obi pour laquelle il est

naturel de 
her
her à exploiter la ré
ente théorie des solutions de vis
osité de P.L. Lions. C'est

dans 
e 
adre que nous axons nos re
her
hes dans 
e domaine.

Une deuxième idée a ré
emment vu le jour. Elle 
onsiste à exploiter la théorie dite des

limites semi-
lassiques fondée sur l'usage de la transformée de Wigner. Appliquée à l'équation

des ondes, 
ette te
hnique permet d'une part de retrouver le modèle asymptotique des rayons

et d'autre part de dériver une équation de type Liouville pour une densité liée à la solution de

l'équation de Helmholtz. Ce
i permet d'espérer la mise au point d'une méthode parti
ulaire


onsistante à la limite en fréquen
e ave
 le lan
er de rayons et exa
te à fréquen
e �nie.

3.6 Milieux 
omplexes

Pour traiter des milieux réels, on est inévitablement amené à traiter 
e que nous appelle-

rons des milieux 
omplexes. Par 
e terme, nous entendons des milieux qui se révéleront être

hétérogènes (
oe�
ients variables, éventuellement dis
ontinus - présen
e de �ssures) ou obéir à

une loi de 
omportement (mé
anique ou éle
tromagnétique) 
omplexe : loi non lo
ale en temps

ou en espa
e, loi non linéaire. De telles propriétés induisent des phénomènes spé
i�ques de

nature variée (singularités, absorption intrinsèque, dispersion intrinsèque...) qui 
orrespondent
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à des di�
ultés nouvelles sur un plan mathématique ou numérique. Dans 
e 
as de �gure, il

est di�
ile de dégager une méthode générale. On a a�aire à des problèmes dont la théorie est

inexistante ou mal 
onnue, pour lesquels les méthodes numériques sont balbutiantes. Il faut

alors trouver la solution ad ho
 pour 
haque 
as de �gure.

3.7 Le guidage des ondes

Les ondes guidées sont des solutions très parti
ulières des modèles de propagation d'ondes :


e sont des ondes qui se propagent dans une dire
tion privilégiée et dont l'énergie reste 
on�née

dans une région bornée dans les dire
tions orthogonales à 
ette dire
tion privilégiée (dire
tions

transverses). Ce
i n'est en général rigoureusement possible que si le milieu de propagation a une

stru
ture 
ylindrique (on parle alors de guide d'ondes). Toutefois, les ondes guidées dé
rivent

bien les phénomènes que l'on observe dans des stru
tures � presque 
ylindriques �, situation qui

se ren
ontre fréquemment dans les appli
ations. Une des 
ara
téristiques de 
es ondes est d'être

généralement dispersives (la vitesse de propagation dépend de la longueur d'onde) et 
e même

lorsque le modèle de propagation ne l'est pas intrinsèquement. On a l'habitude de distinguer

les guides d'ondes fermés qui 
orrespondent au 
as où le 
on�nement de l'énergie transverse est

simplement dû au fait que le milieu de propagation est borné dans les dire
tions transverses, des

guides d'ondes ouverts qui 
orrespondent au 
as où, le milieu de propagation étant non borné

dans les dire
tions transverses, le 
on�nement de l'énergie est dû à un mé
anisme physique

qui dépend des propriétés du modèle de propagation. Ce sont bien entendu les guides ouverts

qui posent les questions les plus intéressantes (mais aussi les plus di�
iles) d'un point de vue

s
ienti�que, tant au plan physique que mathématique et numérique.

L'analyse de 
es phénomènes revêt une importan
e fondamentale soit par
e qu'il y a dans

la nature des ondes guidées auxquelles l'homme se trouve dire
tement 
onfronté (ondes de

surfa
e lors des tremblement de terre, ondes de gravité 
aptées par la 
�te, ...) soit par
e que

l'homme va 
her
her à maîtriser et exploiter de telles ondes, notamment dans le domaine des

télé
ommuni
ations (�bres optiques, ...). Mathématiquement, l'étude des guides d'ondes né
es-

site une parfaite maîtrise de la théorie spe
trale des opérateurs auto adjoints et numériquement

elle fait appel à beau
oup d'ingrédients utilisés par ailleurs (
onditions aux limites arti�
ielles,

équations intégrales, éléments �nis, ...) mais aussi à des outils plus spé
i�ques (algorithmes de


al
ul de valeurs propres, résolution d'équations non linéaires, ...), autant d'aspe
ts sur lesquels

le projet a a
quis une expertise internationalement re
onnue.

En�n, au delà de l'étude intrinsèque des guides d'ondes, il est fondamental, notamment pour

les appli
ations te
hnologiques, d'être 
apable d'étudier leur intera
tion ave
 d'autres milieux

de propagation (guides d'ondes débou
hant sur des milieux ouverts, 
ouplage de guides...),

voire d'optimiser 
es guides.

3.8 Résonan
es

Les fréquen
es de résonan
e 
onstituent une notion qui est fa
ilement a

essible à l'intui-

tion, mais déli
ate à dé�nir proprement sur le plan mathématique surtout lorsqu'elles sont

asso
iées à des problèmes de propagation en milieu non borné (
e qui 
onstitue le 
as intéres-

sant s
ienti�quement). Ces fréquen
es sont intimement liées au développement de la théorie du
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� s
attering � (travaux de Lax et Phillips) : 
e sont des nombres 
omplexes qui apparaissent


omme les p�les du prolongement méromorphe d'une famille d'opérateurs dépendant de la

fréquen
e réelle ! (
es opérateurs sont en
ore appelés matri
es de S
attering).

Physiquement, on appelle souvent fréquen
es de résonan
e, les fréquen
es pour lesquelles

la réponse d'un milieu ou d'un objet soumis à une ex
itation périodique en temps présente

brutalement un maximum : on dit alors que le milieu (ou l'objet) rentre en résonan
e, phé-

nomène auquel 
ha
un est un jour ou l'autre 
onfronté dans la vie 
ourante. Le lien ave
 les

p�les de résonan
e introduits plus haut est le suivant : 
es fréquen
es physiques 
orrespondent

aux parties réelles des p�les, l'amplitude de la réponse étant, elle, dire
tement reliée à la partie

imaginaire des p�les (plus grande est 
elle-
i, plus faible est la réponse). On 
omprend alors

l'importan
e pour les appli
ations de la 
onnaissan
e de 
es p�les (déte
tion radar, stabilité

d'un navire soumis à la houle, instruments de musique, ...). En outre, les fréquen
es de réso-

nan
e 
omplexes permettent de dé
rire (à l'aide d'exponentielles 
omplexes) le 
omportement

aux temps longs de problèmes de propagation en milieu ouvert : elles sont don
 potentiellement

exploitables pour un 
al
ul en transitoire.

Méthodologiquement, l'appro
he numérique des problèmes de résonan
es n'est pas sans

point 
ommun ave
 
elle des problèmes d'ondes guidées mais présente des aspe
ts très spé
i-

�ques, qui demandent de bien 
onnaître la théorie des fon
tions de la variable 
omplexe, et des

di�
ultés nouvelles (opérateurs non auto-adjoints, re
her
he de zéros dans le plan 
omplexe, ...)

3.9 Ondes non linéaires

Si depuis toujours, les phénomènes non linéaires ont intéressé mathémati
iens, phy
isiens

et 
himistes, 
e n'est qu'assez ré
emment que des outils puissants d'analyse ont vu le jour et

ont permis d'en mieux 
omprendre les e�ets. Dans le domaine des ondes, les non linéarités se

ren
ontrent fréquemment. Citons par exemple, les solitons qui se propagent dans les 
anaux peu

profonds sans se déformer sur des distan
es 
onsidérables ou en
ore les os
illations étranges de

la 
on
entration 
himique dans les mélanges de bergobenzine de palladium. Les problèmes non

linéaires jouent également un r�le important en Physique fondamentale et devraient être à la

base des théories du futur. La 
onstru
tion de modèles numériques �ables et bien maîtrisés peut

s'avérer très intéressante et 
ontribuer à enri
hir notre 
ompréhension de leur 
omportement

si souvent di�
iles à appréhender par manque de solutions analytiques. Le modèle numérique

devient alors un instrument de laboratoire virtuel qui permet d'expérimenter et d'explorer

les potentialités des systèmes d'équations et de voir leur adéquation à la réalité. Ils peuvent

également servir à l'inspiration des théori
iens en les guidant quant aux types de résultats

sus
eptibles d'être démontrés.

3.10 Cal
ul parallèle

Comme dans beau
oup d'autres dis
iplines du Cal
ul S
ienti�que, il est naturel de 
her
her

à exploiter pour la résolution des problèmes d'ondes les possibilités o�ertes par les outils du


al
ul parallèle. Dans 
ertains 
as, la parallélisation se fait de façon naturelle (parallélisation

sur les fréquen
es, sur les sour
es, ...). Dans d'autres 
as, nous pensons surtout aux s
hé-

mas expli
ites pour les simulations transitoires, 
ette parallélisation ne pose pas de problème
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on
eptuel mais né
essite une utilisation optimale et astu
ieuse de l'outil informatique. Dans

d'autres 
as en�n, nous pensons i
i notamment aux problèmes de grande taille posés dans le

domaine fréquentiel, il faut développer de nouvelles te
hniques de Cal
ul S
ienti�que. Parmi 
es

te
hniques, les méthodes de dé
omposition de domaine, déjà largement utilisées dans d'autres

domaines de la physique, o

upent une pla
e privilégiée. Toutefois, les méthodes 
lassiques, qui

s'appliquent essentiellement aux problèmes dits 
oer
ifs, ne s'appliquent pas dire
tement aux

modèles de propagation en fréquen
e type Helmholtz. C'est la raison pour laquelle le dévelop-

pement de méthodes de dé
omposition de domaine pour de tels modèles 
onstitue un 
hamp

de re
her
hes à part entière.

4 Domaines d'appli
ations

Nous avons 
hoisi de regrouper les di�érents domaines d'appli
ation de nos travaux suivant

les prin
ipaux types d'onde 
on
ernés.

4.1 Ondes a
oustiques

Ces ondes se propagent en milieu �uide et sont le support de la propagation du son. On


her
he à 
al
uler une distribution de pression.

A
oustique musi
ale Une appli
ation parti
ulièrement séduisante des modèles numériques

de propagation d'ondes est la simulation sur ordinateur d'instruments de musique. Le but

poursuivi est alors double : aider à une meilleure 
ompréhension du fon
tionnement de 
es

instruments mais aussi aider à la fa
ture d'instruments nouveaux. Dans la pratique, une mo-

délisation réaliste de 
es instruments 
onduit à étudier en fait des problèmes d'intera
tion

�uide-stru
ture, 
'est-à-dire l'intera
tion entre une onde a
oustique et une stru
ture vibrante

telle une membrane, une plaque ou une 
oque.

A
oustique sous-marine L'a
oustique sous-marine a pour objet l'étude et l'utilisation de

modèles mathèmatiques dé
rivant la propagation des ondes a
oustiques dans la mer. La pro-

pagation des ondes dépend des 
ara
téristiques physiques lo
ales du milieu pouvant évoluer au


ours du temps. Les résultats des re
her
hes dans 
e domaine ont des appli
ations dire
tes en

o
éanographie, biologie marine, géophysique.

4.2 Ondes élastiques

Ces ondes se propagent dans les solides. L'in
onnue est la distribution du 
hamp des dé-

pla
ements dans le solide.

Géophysique La géophysique s'intéresse à la propagation des ondes dans le sous-sol (éven-

tuellement en milieu marin). Ces ondes interviennent bien sûr dans des phénomènes naturels


omme les séismes mais elles sont aussi utilisées à des �ns industrielles essentiellement par

l'industrie du pétrole qui a développé les méthodes de prospe
tion pétrolière par la sismique.

Ces méthodes 
onstituent un vaste 
hamp d'appli
ation pour les méthodes numériques. Se
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posent également des problèmes de modélisation �ne destinée à prendre en 
ompte l'in�uen
e

d'éléments tels que la présen
e de puits, d'outils d'a
quisition des données, modélisation des

sour
es, ...

Bien entendu, les outils de modélisation sont surtout dans 
e 
ontexte un outil né
essaire

pour mener à bien l'identi�
ation du sous-sol (problème inverse), raison pour laquelle la géo-

physique est notre prin
ipal thème de 
ollaboration ave
 le projet Estime.

Contr�le non destru
tif Une autre appli
ation très répandue des ondes élastiques est le


ontr�le non destru
tif : le but est par exemple de déte
ter la présen
e d'un défaut dans une

piè
e métallique (typiquement une �ssure) sans avoir à 
asser 
elle-
i. On utilise alors des ondes

ultra-sonores dont on mesure l'é
ho à la surfa
e de la piè
e. Un 
hamp d'appli
ations privilégié

de telles méthodes est le 
ontr�le des 
entrales nu
léaires.

4.3 Ondes éle
tromagnétiques

Ces ondes n'ont pas besoin de support matériel pour se propager. Les in
onnues du pro-

blèmes sont essentiellement le 
hamp éle
trique et le 
hamp magnétique.

Furtivité radar Les ondes éle
tromagnétiques sont très utilisées pour la déte
tion d'objets

volants, le plus souvent pour des appli
ations militaires. Les problèmes de 
al
ul numérique

qui se posent sont de deux natures :

� Comment 
al
uler la réponse d'un objet à une onde in
idente ?

� Comment rendre 
et objet furtif ?

Le thème furtivité fait notamment appel à la modélisation de nouveaux matériaux absor-

bants (anisotropes, 
hiraux, non linéaires, ...)

Antennes Les antennes sont une des te
hnologies de base pour la 
ommuni
ation à longue

distan
e par ondes éle
tromagnétiques. Elles sont utilisées pour émettre, diriger, ré�é
hir les

ondes. Le 
al
ul des antennes pose notamment des di�
ultés liées à leur géométrie très 
om-

plexe (antennes plaquées, éléments �laires, ...)

Optique Les ondes éle
tromagnétiques sont également largement utilisées en télé
ommuni
a-

tions pour transmettre de l'information par support optique (�bres optiques, optique intégrée).

La te
hnologie pour la 
on
eption de guides d'ondes optiques est très pointue et fait très lar-

gement appel à des matériaux nouveaux tels que les supra
ondu
teurs. Le besoin en méthodes

numériques dans 
e domaine est 
roissant.

4.4 Ondes de gravité

Il s'agit des ondes liées à la propagation de la houle. Les modèles utilisés sont dérivés

de la mé
anique des �uides. Les appli
ations 
on
ernent prioritairement l'industrie maritime

notamment pour tout 
e qui 
on
erne les problèmes de stabilité des navires, de tenue à la mer,

de résistan
e de vagues, ...
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4.5 Ondes et 
orpus
ules

On s'intéresse i
i à des questions de base sur la nature ondulatoire et 
orpus
ulaire de la

matière en Physique fondamentale. Il s'agit de 
on
evoir des modèles d'ondes non linéaires

et d'étudier le 
omportement asymptotique aux temps longs de leurs solutions. L'idée est

d'interpréter les états limites ou stationnaires 
omme des parti
ules. Dans 
e 
adre, la na-

ture 
orpus
ulaire de la matière apparaît 
omme un horizon asymptotiquement atteint loin

de toute intera
tion. L'état asymptotique est alors dé�ni par les quantités 
lassiques en mé-


anique quantique (énergie, moment 
inétique et spin). La nature ondulatoire est quant-à-elle

fondamentale pour dé
rire la phénoménologie des 
ho
s et des intera
tions entre parti
ules.

5 Logi
iels

5.1 Le Code de 
al
ul MELINA

Parti
ipants : Patri
k Joly, Mar
 Lenoir, Daniel Martin.

Mots 
lés : di�ra
tion, élément �ni, équation intégrale.

Le 
ode MELINA

L'approximation numérique d'équations aux dérivées partielles issues de la mé
anique fait,

depuis toujours, partie des obje
tifs du projet. L'expérien
e des premières années a permis

d'appréhender la di�
ulté à mettre en ÷uvre les algorithmes issus de nos travaux : gaspillage

de temps pour des 
her
heurs plus à l'aise ave
 les études théoriques, dupli
ation des travaux

et des programmes, perte d'information lors du départ du 
her
heur, qualité logi
ielle douteuse

qui rend problématique le transfert de programmes vers l'industrie. Les méthodes développées

au sein du projet présentant de plus des spé
i�
ités tout à fait originales, il est apparu né-


essaire de 
réer un outil logi
iel e�
a
e qui puisse servir de 
adre à la plupart de nos futurs

développements informatiques.

C'est ainsi qu'est né le 
ode MELINA, destiné à la mise en ÷uvre de la méthode des élé-

ments �nis et à la résolution des problèmes de di�ra
tion. Il ne s'agit pas de rivaliser ave


l'ergonomie des meilleurs 
odes industriels, mais d'obtenir une souplesse d'utilisation qui ne

présume ni du problème à résoudre ni de l'algorithme utilisé.

Le 
ode MELINA et les appli
ations qui en dé
oulent permettent maintenant de résoudre un

nombre important de problèmes de propagation d'ondes, en parti
ulier dans les domaines de

l'hydrodynamique navale, de l'a
oustique et l'éle
tromagnétisme. Des perspe
tives nouvelles

s'ouvrent dans le 
adre du projet 
ommun, des méthodes numériques 
omplémentaires ou

alternatives ayant été développées par les deux partenaires ; promouvoir la synergie, rassembler

le savoir-faire des deux équipes 
onstitue une remarquable opportunité de mettre au point et de

di�user des 
odes de 
al
ul e�
a
es témoignant de la qualité et de l'originalité de nos travaux

dans le domaine numérique.
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Présentation

� Le 
ode MELINA est une bibliothèque de pro
édures pour la résolution de problèmes aux

limites par la méthode des éléments �nis. Il 
omporte des modules adaptés à la résolution

de problèmes extérieurs, dont la modélisation reste l'un des obje
tifs majeurs du labo-

ratoire. Il s'agit essentiellement d'un 
ode de re
her
he qui fournit un ensemble d'outils

aisément manipulables pour é
rire rapidement des appli
ations destinées au traitement

numérique de problèmes aux limites ou à la mise au point d'algorithmes.

� La résolution d'un nouveau problème aux limites ou la mise en ÷uvre d'un nouvel al-

gorithme de résolution peut, en général, être implémentée en rédigeant un programme

prin
ipal à partir de la formulation variationnelle et de quelques pro
édures spé
i�ques.

Les aspe
ts informatiques les plus déli
ats, qui sont liés à l'o

upation de la mémoire


entrale, à l'assemblage des divers termes et à leur mode de rangement, sont pris en


ompte de façon automatique par le programme et ne sont don
 plus à la 
harge du


on
epteur de l'appli
ation.

� Tous les `objets' (il s'agit par exemple des domaines sur lesquels sont 
al
ulées les in-

tégrales apparaissant dans la formulation variationnelle, ou des termes matri
iels ou

ve
toriels représentant 
es intégrales, ou en
ore des 
onstantes, et
 ...) manipulés par

les pro
édures 
onstituant le programme prin
ipal, sont dé�nis par des noms. Ces noms

sont le lien entre les stru
tures de données du 
ode et l'utilisateur qui n'a don
 pas à se

sou
ier de leur représentation interne (en parti
ulier, la gestion des types et des adresses

est assurée de manière transparente par la librairie d'allo
ation dynamique).

� Les données du 
ode, qui permettent la des
ription simple des objets manipulés par le


ode, sont introduites sous forme de `phrases'. Ces phrases sont 
onstruites en utilisant

un vo
abulaire de mots-
lés restreint et les mnémoniques (noms propres) dé�nis par le

développeur de l'appli
ation pour désigner les objets qui apparaissent dans la formulation

du problème.

� Les opérations à e�e
tuer sur 
es objets sont des ma
ro-opérations réalisées à l'aide de

pro
édures dites de haut niveau, telles le 
al
ul des termes matri
iels, leur assemblage,

la prise en 
ompte de 
onditions essentielles, la résolution d'un système linéaire, et
. . .

� Le 
ode 
ontient des pro
édures pour la résolution de problèmes aux limites extérieurs

(
'est-à-dire posés sur un domaine non borné), par exemple les phénomènes de propaga-

tion d'ondes (de gravité en hydrodynamique navale, a
oustiques ou éle
tromagnétiques,

et
. . .) Les méthodes de résolution a

essibles dans le 
ode pour de tels problèmes sont

la méthode de 
ouplage entre éléments �nis et représentation intégrale et la méthode des

éléments �nis lo
alisés.

6 Résultats nouveaux

6.1 Méthodes d'ordre élevé pour les équations des ondes

Parti
ipant : Gary Cohen.

Mots 
lés : di�éren
es �nies, éléments �nis ave
 
ondensation de masse, système de
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l'élastodynamique, équation de l'a
oustique, équations de Maxwell.

Résumé : Réda
tion et parution d'un ouvrage sur l'approximation des équations

des ondes en régime transitoire par des méthodes numériques d'ordre élevé

Dans le 
adre de son étude de méthodes numériques d'ordre élevé pour les équations des

ondes, G. Cohen, a rédigé un ouvrage faisant le point sur ses re
her
hes et 
elles de ses 
olla-

borateurs sur 
e sujet, abordé depuis plus de dix ans déjà. Cet ouvrage de 348 pages, intitulé

� Higher-Order Numeri
al Methods for Wave Equations in the Time Domain �, qui est paru

le 6 novembre 2001 dans la série � Le
ture Notes in Computational S
ien
e and Engineering

� de Springer-Verlag, se dé
ompose en trois parties. La première partie dé�nit les di�érentes

équations 
ontinues et donne les notions élémentaires né
essaires à leur approximation. La

deuxième partie fait un panorama des approximations par di�éren
es �nies de 
es équations

et étudie la pré
ision et la stabilité des s
hémas obtenus par analyse par ondes planes ou par

te
hniques énergétiques. La troisième partie présente di�érentes approximations par éléments

�nis ave
 
ondensation de masse et mène un 
ertain nombre d'analyses par ondes planes de


es méthodes en maillages réguliers. Le dernier 
hapitre fait un historique des méthodes de

traitement de domaines non-bornés et donne la 
onstru
tion d'une 
lasse de PML pour les

équations des ondes. Il se termine par un 
ertains nombre d'expérien
es menées dans des 
as

� réalistes �.

6.2 Développement du 
ode MELINA

Parti
ipants : Daniel Martin, Mar
 Lenoir, Eri
 Lunéville.

Les développements ré
ents du 
ode MELINA (http://www.maths.univ-rennes1.fr/

~dmartin/melina/www/homepage.html) ont porté essentiellement sur l'introdu
tion des élé-

ments �nis de degré élevé (Q

3

à Q

10

), et des formules de quadrature assorties, en parti
ulier

pour le traitement des équations de Maxwell (régularisation à poids) dans des domaines 2D à


oins [48℄.

Les éléments de même type mais dont les n÷uds sont les poids de quadrature de Gauss-

Lobatto améliore sensiblement les résultats [48℄ et ont né
essité la refonte 
omplète des 
al
uls

des fon
tions de base et l'introdu
tion de pro
édures de dé
oupage d'éléments de degrè quel-


onque en éléments P

1

.

De manière plus te
hnique, les 
al
uls élémentaires ont été réorganisés de façon à 
hanger

simplement les transformations de l'élément de référen
e vers l'élément 
ourant pour l'implé-

mentation des éléments d'arêtes (
onformes dans H(div) ou H(rot)).

En�n la maintenan
e et le debugging du 
ode ont permis de 
orriger :

- l'implémentation des 
onditions essentielles ve
torielles pour Maxwell et plus généralement

pour des systèmes linéaires multi-in
onnues.

- les pro
édures dépendant de la ma
hine, qui ont été uni�ées par l'utilisation des �
hiers

limits.h et �oat.h du langage C des systèmes Unix.

- les bugs d'origine diverses dont le nombre semble tendre vers 0.

L'obje
tif a
tuellement poursuivi 
onsiste à généraliser au 3D les interpolations de degré

élevé (dans le 
adre des hexaèdres, dans un premier temps).
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6.3 Modèles asymptotiques pour la simulation de la propagation d'ondes

dans des milieux 
omportant des fentes

Parti
ipants : Patri
k Joly, Mar
 Lenoir, Sébastien Tordeux.

Mots 
lés : analyse asymptotique, équation de Helmoltz, domaine ave
 fente, modèles

équivalents.

Dans de nombreuses appli
ations tant en éle
tromagnétisme (di�ra
tion par une paroi �s-

surée, modélisation d'une antenne plaquée ...) qu'en a
oustique (a
oustique automobile), on

est amené à résoudre des problèmes de propagation d'ondes dans des domaines 
omportant

des fentes d'épaisseur faible par rapport à la longueur d'onde.

L'utilisation de méthodes numériques usuelles (di�éren
es �nies, éléments �nis) se révèle très

déli
ate voire impossible notamment pour les problèmes en régime transitoire. En e�et la géo-

métrie impose un pas de dis
rétisation en espa
e très �n et don
 lorsqu'on utilise des s
hémas

expli
ites en temps, un pas de temps très petit.

Une solution possible 
onsiste à 
her
her à utiliser une méthode de ra�nement lo
al de maillage

(ave
 pas de temps lo
al en régime transitoire) a�n de 
ir
ons
rire l'utilisation de maillage

ra�né au voisinage de la fente (voir Ra�nement de maillage lo
al spatio-temporel pour les

équations de l'élastodynamique).

Une voie alternative 
onsiste à développer des modèles asymptotiques lorsque la largeur de la

fente tend vers 0 (qui en pratique, devient très inférieure à la longueur d'onde). C'est 
ette

deuxième voie que nous avons suivie dans le 
adre du stage de DEA de Sébastien Tordeux

(a
tuellement en thèse sous la dire
tion 
onjointe de Patri
k Joly et Mar
 Lenoir).

Problème modèle : Dans le 
adre de la propagation a
oustique en domaine fréquentiel nous

ε
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Fig. 1 � Géométrie du problème (gau
he) -Champ di�ra
té (droite)

nous intéressons au 
hamp di�ra
té (Fig. 1) par une fente de longueur in�nie et de hauteur

". La paroi est munie de la 
ondition de Neumann. On peut alors 
onsidérer, en première

approximation, la fente 
omme un guide d'onde monomode dès que " est assez petit.

Convergen
e de la solution vers un problème sans fente : nous avons véri�é que la

solution du problème exa
t u

"


onvergeait bien à une vitesse pseudo-linéaire (résultat optimal)

vers la solution limite naturelle u

0

guidée par l'intuition physique, à savoir la solution pour
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une paroi sans fente.

ku

"

� u

0

k

L

2
� C"

q

j ln "j

Un bon modèle pemettra don
 d'obtenir de meilleures estimations d'erreurs tout en permettant

de mailler à l'ordre de la longueur d'onde.

Modélisation de la fente :

δ=0

u
,ε δ

Probleme-2D

δ

,0ε
UU

ε,δ

Probleme-1D Probleme-2DProbleme-1D

u
ε ,0

Fig. 2 � Le 
ouplage

Dans le 
adre du 
ouplage d'un problème 2D ave
 un problème 1D, nous avons introduit une

famille de problèmes appro
hés paramétrisés par Æ, où Æ 
ara
térise i
i la positon de l'interfa
e

entre le problème 2D et le problème 1D (Fig. 2).

La solution appro
hée est dé�nie par le système d'équations suivant :

8
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Étude mathématique : Une étude mathématique basée sur une méthode de perturbation

nous fournit l'estimation d'erreur suivante :

8� > 0 ku
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�

�

 

�
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� !
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Æ
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A

Le 
as Æ > 0 nous donne des vitesses de 
onvergen
e exponentielles, mais il reste à mailler une

zone située à 
oté de l'interfa
e de la taille de ".

Pour le 
as Æ = 0, nous pouvons utiliser un maillage dont le pas est de l'ordre de la longueur

d'onde. Nous obtenons approximativement une erreur en "

2


ontre une erreur en " pour le

problème sans fente.

6.4 Constru
tion d'éléments �nis 
onformes 
ourbes pour les 
hamps de

ve
teurs.

Parti
ipant : Mar
 Lenoir.

De façon 
lassique, la des
ription d'un élément �ni 
onforme dans H

1

est réalisée à l'aide

d'un élément de référen
e, qui par l'intermédiaire d'une famille adéquate de transformations,
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donne naissan
e aux divers éléments du plan physique. Le ra

ord en valeur des fon
tions de

base lo
ales entre éléments adja
ents dans le plan physique est assuré par une 
ondition d'uni-

solvan
e en tra
e sur 
haque bord de l'élément de référen
e. On dispose ainsi d'une méthode

simple pour la 
onstru
tion d'éléments 
ourbes satisfaisant la 
ondition de 
onformité.

Curieusement, les des
riptions usuelles d'éléments �nis 
onformes dans H(rot) ou H(div)

mettent en jeu dire
tement les triangles ou tétraèdres du plan physique. Une telle des
ription ne

permet pas de façon immédiate la mise en ÷uvre d'éléments 
ourbes. Nous avons don
 mis au

point un ensemble de 
onditions su�santes portant sur l'élément de référen
e et une méthode

systématique de 
onstru
tion d'une famille de transformations de 
et élement de référen
e en

éléments 
ourbes qui assure la 
onformité dans H(rot) ou H(div) selon le 
as, en dimension

2 ou 3: Cette des
ription est parti
ulièrement bien adaptée à la mise ÷uvre dans le 
adre du


ode melina où la des
ription des éléments dans le plan de référen
e est utilisée de façon

essentielle.

6.5 Eléments �nis d'arête et 
ondensation de masse pour les équations de

Maxwell en maillage triangulaire et tétraédrique

Parti
ipants : Christine Poirier, Patri
k Joly.

Mots 
lés : élément �ni d'arête, équation de Maxwell, 
ondensation de masse, milieu

anisotrope.

Résumé : Constru
tion et implémentation de nouvelles familles d'éléments �nis

d'arête d'ordre élevé ave
 
ondensation de masse pour les équations de Maxwell.

Rappelons que 
e thème est l'objet d'une 
ollaboration ave
 l'Université de Te
hnologie de

Tampere et plus pré
isément le Département de Génie Ele
trique dirigé par L. Kettunen. La

parti
ularité des éléments d'arête que nous développons est d'être 
ompatible ave
 la 
onden-

sation de masse et ainsi de permettre l'obtention d'un s
héma expli
ite après dis
rétisation

en temps. Un 
ode de 
al
ul 3D a été développé sur la base de la formulation des équations

de Maxwell sous la forme d'un système du se
ond ordre et d'éléments �nis d'arête du se
ond

ordre en maillage tétraédrique (nous renvoyons au rapport d'a
tivité 2000 pour la des
ription

de 
es éléments). Les premiers test de validation (
omparaison ave
 une solution analytique)

montrent que la méthode est pré
ise. En revan
he, elle semble sou�rir d'une 
ondition CFL

plus 
ontraignante qu'attendu (
ela est à véri�er sur le papier).

6.6 Éléments �nis mixtes quadrilatéraux et hexaédraux ave
 
ondensation

de masse pour les équations de Maxwell

Parti
ipants : Gary Cohen, Xavier Ferrières, Peter Monk, Sébastien Pernet.

Mots 
lés : Équations de Maxwell, éléments �nis mixtes, 
ondensation de masse.

Résumé : Résolution des équations de Maxwell ave
 pertes éle
triques par une

méthode d'éléments �nis mixtes H(rot)� L

2

ave
 
ondensation de masse.
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La méthode d'éléments �nis mixtes H(rot) � L

2

, développée par Gary Cohen et Peter

Monk pour les équations de Maxwell, a fait l'objet d'une étude développée dans le 
adre d'un


ontrat ave
 la DEMR de l'ONERA de Toulouse. Cette étude, qui a permis une 
omparai-

son de la méthode ave
 un s
héma de Yee pour des exemples de di�ra
tion par un obsta
le

semi-ré�é
hissant ave
 pertes éle
triques, a abouti à des résultats très en
ourageants qui ont


onduit à l'initialisation de la thèse de Sébastien Pernet, en O
tobre 2001, sur l'extension de


ette méthode à la dimension 3. Dans les premiers mois de sa thèse, S. Pernet a développé

un programme en dimension 2 utilisant des maillages stru
turés non réguliers a�n d'étudier

l'extension éventuelle de 
ette appro
he à la dimension 3. Toutes 
es études sont menées sous

la dire
tion de G. Cohen, Xavier Ferrières de la DEMR et Peter Monk.

6.7 Equations de Maxwell et singularités

Parti
ipants : Patri
k Ciarlet, Emmanuelle Gar
ia, Christophe Hazard.

Régime harmonique.

Pour résoudre les équations de Maxwell harmoniques dans des domaines singuliers, l'idée dé-

veloppée par A.S. Bonnet-Ben Dhia, C. Hazard et S. Lohrengel et objet d'une 
ollaboration

ave
 M. Costabel et M. Dauge (IRMAR), 
onsiste à dé
omposer le 
hamp éle
tromagnétique

en deux parties : une partie régulière, dont l'approximation numérique peut être obtenue par

dis
rétisation nodale des équations de Maxwell régularisées, et une partie singulière, traitée

de façon plus expli
ite. L'étude des singularités du 
hamp éle
tromagnétique 
onduit à une

des
ription pré
ise du 
omportement du 
hamp ; elle a permis de développer une Méthode de

Champs Singuliers, dont la mise en ÷uvre numérique dans le 
adre du 
ode MELINA, revient

à résoudre un problème 
ouplé entre les parties régulière et singulière du 
hamp éle
tromagné-

tique.

L'analyse numérique de la méthode, ainsi qu'une série d'expérien
es numériques, ont 
onduit

à modi�er la méthode de 
al
ul de la partie singulière, en s'a�ran
hissant de la fon
tion de

tron
ature (polyn�me d'interpolation) habituellement utilisée. La 
omparaison des deux ap-

pro
hes, ave
 ou sans fon
tion de tron
ature, a fait l'objet d'un arti
le qui vient d'être a

epté.

Régime transitoire.

Ce travail fait l'objet d'une 
ollaboration ave
 Fran
k Assous du CEA et Simon Labrunie

de l'Université de Nan
y ; le thème prin
ipal en est la résolution du système 
ouplé des équa-

tions de Maxwell-Vlasov transitoires, qui modélise les intera
tions 
hamp éle
tromagnétique �

parti
ules 
hargées, dans un domaine borné non 
onvexe bidimensionnel ou tridimensionnel.

L'e�ort porte sur le 
al
ul du 
hamp éle
tromagnétique, qui doit respe
ter 
ertaines 
ontraintes

liées au 
ouplage ave
 Vlasov.

Entre autres, le 
hamp 
al
ulé doit être 
ontinu pour éviter les instabilités numériques,


e qui interdit l'usage des Eléments Finis d'arête. Par ailleurs, les phénomènes régis par les

équations de Vlasov né
essitent habituellement de petits pas en temps. Il est alors possible

d'utiliser un s
héma expli
ite en temps (malgré la 
ondition de Courant-Friedri
hs-Lévy limi-
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tant la valeur maximale du pas en temps). Ce
i étant, pour obtenir une CFL homogène, il

faut disposer d'un maillage régulier, 
e qui amène à utiliser une te
hnique d'approximation

parti
ulière pour la partie singulière du 
hamp.

De façon plus mathématique, nous résolvons les équations de Maxwell ave
 une 
ondition

aux limites de type 
ondu
teur parfait, ou d'onde entrante, dans un domaine borné à bord

lips
hitzien. Nous démontrons que, sous des hypothèses 
lassiques sur les données, le problème

admet une solution et une seule qui se dé
ompose selon

E(t) = E

R

(t) +E

S

(t); B(t) = B

R

(t) +B

S

(t);

ave
 E

R

la partie régulière, et E

S

la partie singulière. Les dé
ompositions E 7! (E

R

; E

S

) et

B 7! (B

R

; B

S

) sont 
ontinues.

Dans le 
as axisymétrique, nous avons déterminé la dimension du sous-espa
e ve
toriel des


hamps singuliers, qui, bien que �nie, peut être di�érente pour B et pour E... Nous 
onstrui-

sons, lorsque le domaine est bidimensionnel (
artésien ou axisymétrique), une méthode de


al
ul d'une base de 
hamps singuliers, à l'aide d'une méthode de relèvement de la partie

prin
ipale. On é
rit

E

S

(t) =

K

X

k=1




k

(t)v

k

S

; B

S

(t) =

K

0

X

k=1




0

k

(t)w

k

S

:

La méthode résultante est appelée Méthode du Complément Singulier. Nous avons mis

en ÷uvre la MCS sur un 
ertain nombre d'exemples physiques réalistes, dans un domaine en

forme de L (
artésien ou axisymétrique), ou présentant plusieurs 
oins rentrants, ave
 ou sans

parti
ules.

Nous avons également obtenu des résultats 
on
ernant la 
ara
térisation de la partie sin-

gulière dans un domaine polyédrique, pour le 
hamp magnétique B.

6.8 Simulation du CHFR

Parti
ipants : Anne-Laure Baril, Ja
ques Henry, Patri
k Joly.

La mesure de résistivité dans les puits de pétrole en exploitation est rendue di�
ile à 
ause

de la présen
e d'un tube en a
ier � le 
asing �. La 
ollaboration ave
 la so
iété S
hlumberger a

été poursuivie sur 
e thème par le stage de maîtrise de mathématiques d'Anne-Laure Baril. Un

stage e�e
tué l'année pré
édente avait permis de proposer une méthode prenant en 
ompte les

très forts 
ontrastes de résistivité entre le 
asing et la formation. L'analyse asymptotique d'un

modèle 
onvenablement adimensionnalisé traduit une faible épaisseur et une faible résistivité

du 
asing. Au 
ours de 
e stage, le 
al
ul des termes du premier et du se
ond ordre a démontré

la validité de 
ette appro
he : un seul 
al
ul permet d'obtenir l'approximation au se
ond ordre ;


ette approximation est de très bonne qualité par rapport au problème initial ; elle fournit un

modèle dé�ni seulement dans la formation mais qui prend néanmoins en 
ompte le 
ourant de


asing, évitant ainsi un maillage très �n de 
e 
asing.

Un autre obje
tif de 
e stage visait à limiter les 
al
uls à faire pour simuler un � log �. Il faut

en e�et pour 
ela reprendre un grand nombre de simulations 
orrespondant à des variations
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de position de la sonde dans la région d'intérêt. On limite don
 le domaine de la simulation

à un domaine pro
he de la région d'intérêt, mais il faut trouver des 
onditions aux limites

qui résument la région négligée. Elles sont dé�nies grâ
e à un opérateur Diri
hlet-Neumann


al
ulé par la méthode de fa
torisation (
f se
tion 6.28). Le stage a montré la faisabilité de


ette appro
he.

6.9 Modélisation numérique en a
oustique musi
ale : étude de la guitare

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Grégoire Derveaux, Patri
k Joly.

Mots 
lés : modèle de plaques de Kir
hho�-Love, éléments �nis mixtes, dynamique des

stru
tures, domaine �
tif.

Ce travail est e�e
tué en 
ollaboration ave
 Antoine Chaigne du laboratoire d'a
oustique

musi
ale de l'Unite d'Enseignement et de Re
her
he en Mé
anique (UME) à l'Ensta. Il s'in-

sert dans le thème de re
her
he baptisé synthèse sonore d'instruments de musique par modèle

physique. On s'intéresse i
i à la modélisation de la guitare.

L'obje
tif est d'obtenir une modélisation physique simple qui 
onduise à une synthèse

sonore de qualité. Le modèle général 
onsiste en un 
ouplage entre une ou plusieurs 
ordes (

équation des ondes 1d ) à la table supérieure de l'instrument ( équation de plaque 2d ) par

l'intermédiaire d'un 
hevalet. La table est elle même 
ouplée à une 
avité d'air per
ée d'un

trou, ainsi qu'à l'air environnant ( équation des ondes a
oustique 3d. ) L'ensemble est ex
ité

par le pin
er de la 
orde.

On obtient ainsi un système d'équations aux dérivées partielles que l'on 
her
he à résoudre

numériquement dans le domaine temporel. Les di�
ultés auxquelles on est 
onfronté pour


onstruire une méthode numérique sont multiples : e�
a
ité de la résolution d'un problème

3d, prise en 
ompte de la géométrie de l'instrument, stabilité numérique des divers 
ouplages,

prise en 
ompte des phénomènes d'amortissement, résolution de l'équation de plaque. . .Le

problème est reé
rit sous une forme variationnelle mixte pour laquelle on a un résultat de


onservation d'énergie, que l'on 
her
he à 
onserver au niveau dis
ret a�n d'assurer la stabilité

de la méthode.

La table supérieure de la guitare est une plaque min
e en bois, materiau orthotrope, en

forme de guitare ( !), en
astrée sur son bord extérieur et per
ée d'un trou, le long duquel on

a une 
ondition de bord libre. En outre, elle est renfor
ée par des raidisseurs, baguettes de

bois rigides 
ollées sous la table de la guitare, qui ont une in�uen
e notable sur la forme et la

fréquen
e des modes propres de la plaque, et par 
onséquent sur ses propriétés a
oustiques.

Nous avons 
hoisi de la modéliser à l'aide de l'équation de Kir
hho�-Love dynamique pour

des materiaux inhomogènes et anisotropes, ave
 
ondition d'en
astrement sur une partie du

bord et une 
ondition libre sur l'autre partie du bord. La dis
rétisation spatiale de 
ette

équation repose sur une formulation mixte qui permet d'utiliser des éléments �nis standarts.

La dis
rétisation temporelle quand à elle impose de 
hoisir des pas de temps très petits que 
e

soit dû à la pré
ision dans le 
as de s
hémas impli
ites ou à la stabilité dans le 
as de s
hémas

expli
ites � en pratique, �t � �h

2

, où h est le pas d'espa
e et � dépend des paramètres

physiques du problème � On obtient typiquement �t = 5:10

�7

, 
e qui, d'une part , 
onduit à
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des temps de 
al
ul 
ruellement longs et d'autre part 
ompromet dé�nitivement la résolution

du problème de 
ouplage ave
 l'air.

On renon
e don
 à la dis
rétisation en temps, 
e qui d'une 
ertaine façon est 
oûteux 
ar

la résolution exa
te en temps du problème semi-dis
rétisé en espa
e né
essite de diagonaliser

la matri
e de raideur ; en outre, les matri
es de 
ouplage ave
 l'air et ave
 la 
orde deviennent

pleines dans 
ette nouvelle base, 
e qui remet en 
ause un des prin
ipes essentiels de la méthode

des éléments �nis. Mais 
e sur
oût est 
ompensé par la possibilité d'utiliser n'importe quel pas

de temps sans perte de pré
ision, 
e qui permet de résoudre e�e
tivement notre problème.

Les 
ouplages Résoudre un problème 3d est nettement plus e�
a
e quand on peut utiliser

un mailage stru
turé. A�n d'éviter d'avoir à 
onstruire un maillage tétraédrique qui prenne

en 
ompte la forme de la guitare, on utilise une méthode de domaines �
tifs introduite par

Rhaouti et al. pour la modélisation de la timbale [4℄. On introduit �, le saut de pression à travers

l'instrument. Une formulation mixte dans laquelle la guitare n'apparaît que via le multipli
ateur

de Lagrange �, permet alors d'utiliser un maillage régulier pour appro
her le 
hamp a
oustique.

Il su�t de mailler la surfa
e de la guitare pour appro
her le saut de pression. Des 
onditions

absorbantes d'ordre élevées sont utilisées pour restreindre l'extérieur à un domaine �ni [1℄.

Le 
ouplage entre la 
orde et la table supérieure est 
ontr�lé par un s
héma stable, sans

perte de pré
ision.

Résultats numériques L'un des obje
tifs de 
e travail étant la synthèse sonore, on s'atta
he

bien sûr à é
outer les sons produits par 
e modèle. L'é
oute est en fait un indi
ateur pré
ieux

permettant d'appré
ier la qualité du timbre obtenu et 
onstitue ainsi une première étape

de validation. Le 
hamp a
oustique étant 
al
ulé en 
haque point de l'espa
e environnant la

guitare, on peut é
outer ou � visualiser � le son en n'importe quel point de l'espa
e, 
e qui est

une information utile aux preneurs de sons par exemple.

En outre, dans la mesure où toutes les vibrations des stru
tures mises en jeu sont déter-

minées, on peut s'intéresser à d'autres indi
ateurs, et 
onfronter 
es résultats à des mesures

e�e
tuées sur instruments réels : impédan
e au 
hevalet, diagrammes de dire
tivité, analyse

spe
trale, analyse énergétique.

Instantanés de la pression a
oustique au 
ours des 10 ms suivant le pin
er de 
orde.

Coupe transversale de la guitare, passant par le trou
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Instantanés du saut de pression a
oustique à la surfa
e de l'instrument au 
ours des 10 ms suivant le

pin
er de 
orde.
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Diagrammes de dire
tivité pour deux fréquen
es données. (200 Hz à gau
he et 820 Hz à droite)

6.10 Di�ra
tion d'une onde a
oustique par un obsta
le mobile

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Isabelle Champagne, Patri
k Joly.

Il s'agit d'un sujet ambitieux et di�
ile sur lequel il existe en parti
ulier très peu de travaux

numériques. Nous mettons sur pied une 
ollaboration s
ienti�que ave
 Mihai Bostan (Univer-

sité de Fran
he-Comté) et Fran
es
a Rapetti (Université de Ni
e). Du 
oté appli
atif, nous

entamons une 
ollaboration sur 
e thème ave
 la DGA (J. M. Quenez) : l'appli
ation visée est

l'étude de la di�ra
tion d'une onde a
oustique par l'héli
e d'un sous-marin lorsque 
elle-
i est

en rotation.

L'un des obje
tifs visé est le développement d'une méthode de domaines �
tifs pour la

résolution numérique du problème. Cette méthode avait déja été utilisée ave
 un 
ertain su

ès

en deux dimensions (stage de DEA d'A. Ben Haj Yedder en 1999). Nous sommes en train de


ompiler et 
ompléter les expérien
es numériques réalisées ave
 le 
ode de 
al
ul développé à

l'époque a�n de rédiger un rapport INRIA faisant le point sur nos travaux dans 
ette dire
tion.

6.11 A
oustique en présen
e d'é
oulement

Parti
ipants : Anne-Sophie Bonnet-BenDhia, Gary Cohen, Patri
k Joly, Eri


Lunéville, Guillaume Legendre, Jean-François Mer
ier.

Ce thème, assez ré
emment abordé, est un thème très ri
he en
ore mal 
ompris mathé-

matiquement et numériquement. En outre, le 
hamp des appli
ations, ne serait-
e qu'en aé-

ronautique, est très vaste. Le développement de 
e sujet béné�
ie aujourd'hui d'un 
ontexte

parti
ulièrement favorable, notamment grâ
e à la 
ollaboration ave
 V. Pagneux (Labora-

toire d'A
oustique de l'Université du Maine (LAUM)) et A. Maurel (Laboratoire Ondes et

A
oustique de l'ESPCI) qui a fait l'objet d'un projet `Jeune Equipe' qui a obtenu le soutien
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du CNRS. Suite à l'é
ole INRIA-CEA-EDF de 1999, il nous a paru opportun de mettre en

pla
e un groupe de travail sur le sujet, groupe de travail auquel parti
ipent notamment des


her
heurs de l'ONERA et EADS. Les travaux sur 
e thème ont été poursuivis dans deux

dire
tions. Notre obje
tif est notamment de remettre les 
hoses à plat : revenir à la base des

modèles mathématiques, faire le point sur les résultats 
onnus et les questions, identi�er des

sujets de re
her
he en mathématiques appliquées.

Par ailleurs nos travaux de re
her
he se sont essentiellement poursuivis dans trois dire
tions :

Di�ra
tion a
oustique par une plaque rigide située dans un é
oulement uniforme.

On 
onsidère la géométrie bidimensionnelle suivante : une plaque rigide plane de longueur

�nie est pla
ée dans un 
onduit parallèlement aux plaques de 
elui-
i. Le �uide présent dans

le 
onduit est en é
oulement uniforme subsonique. On 
her
he alors à modéliser la di�ra
tion

d'une perturbation a
oustique par la plaque, en régime périodique établi.

Ce sujet est développé dans le 
adre d'une 
ollaboration ave
 V. Pagneux, du Laboratoire

d'A
oustique de l'Université du Mans. Bien qu'il s'agisse du 
as simple où l'é
oulement est

uniforme, la présen
e d'un sillage tourbillonnaire dans le prolongement amont de la plaque est

déjà une manifestation intéressante de l'in�uen
e de l'é
oulement sur l'a
oustique.

Pour 
e problème, nous avons établi une formulation pour le potentiel des vitesses. Cette

formulation 
ouple une partie variationnelle au voisinage de la plaque ave
 des représentations

spe
trales, au voisinage des extrémités de la plaque d'une part et dans les deux parties in�nies

du 
onduit d'autre part. Ce
i nous a permis de prouver, sauf pour une éventuelle suite de

fréquen
es de résonan
e, l'existen
e d'une solution véri�ant une 
ondition de type Kutta au

bord de fuite de la plaque. Le modèle a été justi�é mathématiquement par l'obtention d'un

prin
ipe d'absorption limite. La formulation retenue, dis
rétisée par éléments �nis, a été mise

en oeuvre dans le 
ode MELINA et a fourni des résultats satisfaisants. Elle présente néanmoins

des in
onvénients pour les faibles Ma
h (inférieurs à 0.3), 
ar le sillage devient alors très �n et

très os
illant.

Ce travail a fait l'objet d'une publi
ation à paraître dans le journal M3AS et de plusieurs


ommuni
ations orales.

Résolution des équations de Galbrun en régime harmonique.

L'équation de Galbrun est une équation linéaire qui dé
rit la propagation d'ondes a
ous-

tiques dans un é
oulement quel
onque. Elle utilise 
omme variable le dépla
ement lagrangien,

qui représente le dépla
ement d'une parti
ule �uide dans un é
oulement perturbé par rap-

port à sa position dans l'é
oulement non perturbé, et s'exprime en fon
tions des 
oordonnées

Eulériennes. Cette équation 
onstitue une alternative séduisante aux équations d'Euler linéa-

risées qui sont utilisées 
lassiquement. En e�et, l'équation de Galbrun présente de nombreuses

analogies ave
 d'autres modèles de propagation d'ondes (en parti
ulier ave
 les équations de

Maxwell) : elle est d'ordre 2 en temps et en espa
e et permet de tenir 
ompte sous forme varia-

tionnelle de 
onditions aux limites usuelles. Cependant, elle présente des di�
ultés nouvelles,


omparativement aux modèles de propagation 
lassiques, liés aux phénomènes de 
onve
tion.
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En nous inspirant des travaux déjà réalisés sur les équations de Maxwell, nous avons pro-

posé une te
hnique de régularisation des équations de Galbrun harmoniques en é
oulement


isaillé. Sur un problème a
adémique posé dans un domaine re
tangulaire borné (une portion

de 
onduit), nous avons montré que la formulation régularisée est bien posée (sauf pour des

fréquen
es ex
eptionnelles) et que l'on peut l'appro
her par des éléments �nis nodaux usuels.

La méthode a été mise en oeuvre dans le 
ode MELINA pour un é
oulement uniforme ou


onstant par mor
eaux. Les résultats numériques obtenus, ave
 ou sans régularisation, illus-

trent de façon très 
onvain
ante le r�le essentiel de 
ette dernière. Des di�
ultés théoriques

subsistent dans le 
as où le domaine présente des 
oins rentrants ou dans le 
as où l'on veut

imposer sur la frontière des 
onditions d'impédan
e.

Ce travail a fait l'objet d'un Compte-Rendu à l'A
adémie des S
ien
es.

Modélisation numérique en régime transitoire.

En 
e qui 
on
erne le régime transitoire, nous avons poursuivi nos re
her
hes pour obtenir des

frontières absorbantes e�
a
es. Il est bien 
onnu que les 
ou
hes parfaitement adaptées (PML)

� à la Bérenger � sont instables pour les équations d'Euler linérarisées et nous travaillons sur la

re
her
he de nouvelles 
ou
hes PML stables (voir paragraphe 6.18 sur les 
ou
hes absorbantes).

6.12 Éléments �nis mixtes d'ordre élevé en maillage hexaédrique pour les

ondes a
oustiques et élastiques

Parti
ipants : Gary Cohen, Sandrine Fauqueux.

Mots 
lés : 3D, éléments �nis mixtes quadrilatéraux, équation de l'élastodynamique,

équation de l'a
oustique, 
ondensation de masse, milieu anisotrope, 
ou
hes absorbantes.

Résumé : Constru
tion, étude et implémentation d'éléments �nis mixtes d'ordre

élevé ave
 
ondensation de masse pour les équations de l'élastodynamique.

Une nouvelle formulation du système de l'élastodynamique 2D (
ontrainte-dépla
ement)

sous une forme H (div)� L

2

avait été mise en pla
e pendant la première année de thèse de

Sandrine Fauqueux, dans le but d'appliquer la méthode des éléments �nis mixtes spe
traux

introduite par G. Cohen.

Cas bidimensionnel : L'algorithme mis en pla
e alors a permis la modélisation de la pro-

pagation d'une onde sismique dans le milieu géophysique 2D réaliste dé
rit dans la �gure 3.

Quelques instantanés sont représentés dans la �gure 4. Ce programme a été installé à l'IFP.

Des re
her
hes sont en 
ours a�n de trouver le mailleur quadrangulaire 2D le plus 
onvivial et

le plus e�
a
e possible à asso
ier au programme.

Extension au 
as tridimensionnel : La formulation H (div)� L

2

a été étendue au 
as tri-

dimensionnel. Il est alors apparu des problèmes spe
i�ques au 3D : 
ette nouvelle formulation

fait intervenir l'inverse de matri
es A

ij

, matri
es 3�3 dé�nissant les 
ara
téristiques élastiques

du milieu. Or pour 
ertains matériaux, en parti
ulier isotropes, 
es matri
es ne sont pas toutes
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inversibles. Toutefois, la forme expli
ite du s
héma faisant intervenir les matri
es A

ij

dans leur

forme primaire, 
ette non-inversibilité ne pose pas de problème au niveau algorithmique. Une


onservation de l'énergie dis
rète a été démontrée. De plus, le théorème d'équivalen
e entre la

méthode des éléments �nis mixtes spe
traux et la méthode des éléments �nis spe
traux, dé-

montrée dans le 
as a
oustique, a été généralisé à l'élastodynamique. Ainsi, le problème de la

non-inversibilité des matri
es est 
ontourné, même s'il est important de retravailler le 
ontexte

théorique de l'étude a�n de justi�er plus élégamment 
e résultat. La méthode sans PML a été

implémentée mais doit être validée.

Etude de Ré�exion-Transmission : Une généralisation de l'étude de ré�exion-transmission

a permis de démontrer un théorème général assurant que, pour un s
héma Q

r

et en a
oustique,

l'erreur de ré�exion-transmission sur un maillage non-adapté au milieu est en O (h) alors que

sur un maillage adapté, elle est en O

�

h

r+1

�

, quelque soit la dimension de l'espa
e. Cette étude


on�rme la supériorité du maillage adapté, le maillage non-adapté pénalisant fortement la

méthode d'ordre élevé.

6.13 Modélisation numérique de la propagation d'ondes en milieu

élastique �ssuré ave
 
ondition de 
onta
t unilatéral

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Marius Co
ou, Jean-Charles Gilbert, Patri
k Joly, Gilles

S
arella.

Mots 
lés : élément �ni mixte, élastodynamique, �ssure, 
onta
t unilatéral.

La thèse de Gilles S
arella, �nan
ée par EDF, se fait en 
ollaboration ave
 le Laboratoire

de Mé
anique et d�A
oustique de Marseille. Dans 
e 
adre, Gilles a passé un an au LMA et a

mené, sous la dire
tion de Marius Co
u, une étude théorique sur le problème de 
onta
t unila-

téral en élastodynamique dans un milieu �ssuré. Plusieurs aspe
ts théoriques ont été abordés.

Une expression des 
onditions aux limites de 
onta
t unilatéral sans frottement au niveau

d'une �ssure préalablement ouverte a été proposée sur un espa
e de paramétrisation. Plusieurs

formulations du problème de 
onta
t unilatéral dans un milieu �ssuré en élastodynamique ont

été présentées : formulation 
lassique (ou forte) en dépla
ements, formulation variationnelle

primale en dépla
ements, formulation mixte en dépla
ements et 
ontraintes et une formulation

en domaines �
tifs dans le 
as d'une �ssure initialement fermée, obtenue en introduisant des

multipli
ateurs de Lagrange 
orrespondant aux 
omposantes normale et tangentielle du saut

du dépla
ement au niveau de la �ssure.

Bien que l'obje
tif de l'étude était initialement l'obtention d'un résultat d'existen
e pour

le problème élastodynamique, un problème dynamique vis
oélastique de 
onta
t unilatéral a

été étudié, la vis
osité étant introduite dans la loi de 
omportement du milieu. A�n d'obtenir

un résultat d'existen
e pour 
e problème, un problème vis
oélastique de 
onta
t ave
 pénali-

sation a été introduit. Un résultat d'existen
e et d'uni
ité à 
e problème a été obtenu par une

méthode de Galerkin 
lassique. Par passage à la limite sur le terme de pénalisation et à l'aide

de résultats de 
ompa
ité 
lassiques, un résultat d'existen
e pour le problème dynamique de


onta
t unilatéral en vis
oélasti
ité a été obtenu.

Dans la suite, des estimations d'erreurs pour le problème vis
oélastique de 
onta
t unilatéral
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seront étudiées, pour la formulation primale en dépla
ements. Des estimations d'erreurs pour

la formulation en domaines �
tifs, dans le 
as de l'élastodynamique, seront également étudiées.

En 
e qui 
on
erne nos travaux numériques débutés l'an dernier sur 
e sujet, rappelons

que nous avions proposé une formulation de type domaines �
tifs pour la résolution de 
e

problème. Pour 
e faire, nous avions été amené à utiliser une formulation en dépla
ements-


ontraintes. De plus, pour la dis
rétisation en temps, nous ne pouvons pas employer un s
héma


entré 
ar il 
onduirait à un s
héma in
onditionnellement instable. C�est pourquoi nous avons

proposé un s
héma dé
entré stable. Ce s
héma est expli
ite pour les in
onnues de volume mais

impli
ite pour le multipli
ateur de Lagrange. De plus, nous sommes amenés à résoudre un

problème d�optimisation sur le multipli
ateur ave
 
ontraintes de borne à 
haque pas de temps.

L'an dernier nous avions programmé 
ette méthode dans le 
as 1D (pour lequel le problème

de minimisation d�une fon
tionnelle quadratique sous 
ontrainte de borne est très simple)

et une 
omparaison ave
 une solution analytique avait donné des résultats très satisfaisants.

Pour le 2D, 
ette méthode 
onduit à la résolution d�un problème d�optimisation de type

programmation quadratique ave
 
ontraintes de borne sur le multipli
ateur. En 
ollaboration

ave
 Jean-Charles Gilbert (projet ESTIME), nous avons développé un programme pour 
ette

résolution. Avant le départ de Gilles pour Marseille, les premiers résultats 2D ont été obtenus

et semblent aussi satisfaisants.

6.14 Modélisation de la propagation d'ondes en milieu vis
oélastique.

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Abdelaâziz Ezziani, Patri
k Joly.

Mots 
lés : Cou
hes absorbantes, di�éren
es �nies, éléments �nis, équation de la

vis
oélasti
ité.

Le sujet de 
ette étude 
on
erne les méthodes de sismique haute résolution pour analyser la

stru
ture du fond marin dans le 
adre d'une 
ollaboration ave
 l'IFREMER (Y. H. De Roe
k) .

On veut en parti
ulier être en mesure d'exploiter les données re
ueillies ave
 des géophones de

fond de mer (OBS-O
ean Bottom Sismometer). Pour bien simuler les expérien
es physiques,

il est important de tenir 
ompte de l'absorption des ondes 
ar 
elle-
i est sensible à haute

fréquen
e. Ce phénomène d'absorption est en parti
ulier dû à une propriété vis
oélastique du

milieu de propagation.

Nous nous sommes don
 intéressés à la modélisation mathématique et numérique de la

propagations d'ondes dans les milieux vis
oélastiques linéaires. Pour bien 
omprendre les pro-

priétés de 
e type d'onde, nous avons 
ommen
é par un modéle unidimensionnel : le modéle

de Zener ou modèle �

0

� �

1

(stage de DEA d'Abdelaâziz Ezziani).

8

>

>

<

>

>

:

�(x)

�u(t; x)

�t

2

�

��(t; x)

�x
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�(t; x) + �

0

(x)

��

�t

= �(x)(

�u(t; x)

�x

+ �

1

(x)

�

2

u(t; x)

�t�x

)

Une analyse mathématique, notamment une analyse par onde planes nous a en parti
ulier

permis de 
omprendre l'in�uen
e de 
ha
un des temps de relaxation �

0

et �

1

sur l'absorption
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Fig. 5 � Exemples d'appli
ations du ra�nement de maillage.

des ondes en milieu homogène. Nous avons ensuite proposé un s
héma numérique pour l'ap-

proximation de 
e modèle ayant pour propriétés d'être : expli
ite, 
entré, 
onsistant d'ordre

deux, 
on
eptuellement généralisable en dimension supérieur. Une analyse de stabilité de 
e

s
héma nous a permis d'établir une 
ondition né
essaire et su�sante de stabilité du s
héma

dépendant du rapport des temps de relaxation �

0

=�

1

. A�n de borner le domaine de 
al
ul, nous

avons adapté un modèle de 
ou
hes absorbantes PML.

L'objet de nos pro
hains travaux sur 
e sujet (thèse d'A. Ezziani) est de généraliser 
ette

étude dans le 
as bidimensionnel et tridimensionnel anisotrope.

6.15 Ra�nement de maillage lo
al spatio-temporel pour les équations de

l'élastodynamique

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Patri
k Joly, Jerónimo Rodríguez Gar
ía.

Mots 
lés : ra�nement de maillage, stabilité, 
onvergen
e.

Résumé : Étude théorique et numérique du ra�nement de maillage lo
al spatio-

temporel pour la résolution du système de l'élastodynamique.

Ce sujet a été développé pendant le stage de DEA et le debut de la thèse de Jerónimo

Rodríguez et 
'est la 
ontinuation des travaux realisés par Georges Kayo-de-Kayo pendant son

stage de DEA (2000). Il s'agit d'étendre aux équations de l'élastodynamique la méthode de raf-

�nement espa
e-temps développé par Thierry Fouquet pour les équations de Maxwell pendant

sa thèse (thèse qui s'est deroulée à l'INRIA et a été soutenue en Juin 2000) (Voir rapport d'a
ti-

vité pré
édent). Rappelons qu'on s'intéresse à la résolution des équations de l'élastodynamique

ave
 une méthode basée sur l'utilisation d'un maillage régulier (Voir travaux de C. Tsogka). Il

est alors naturel de vouloir ra�ner lo
alement par exemple près d'un détail géométrique (Voir

Figure 5). Si on ne ra�ne pas en temps là où on ra�ne en espa
e, le pas de temps va être


ontraint par le plus petit pas d'espa
e, 
e qui mène à un s
héma 
oûteux et dispersif. C'est

pourquoi nous avons 
hoisi de ra�ner également en temps. L'introdu
tion d'un multipli
ateur

de Lagrange sur l'interfa
e entre les grilles permet la 
onstru
tion d'une famille de méthodes
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Fig. 6 � a) S
hema A, � = 0:9 b) S
hema B, � = 0:9

de ra�nement de maillage lo
al spatio-temporel stables sous la CFL habituelle grâ
e à la


onservation d'une énergie dis
rète (Nous allons dire qu'il s'agit de méthodes 
onservatives).

Dans le 
as 1-D on a 
hoisi deux méthodes issues de 
ette famille (appelées s
héma A et

s
héma B) dont on a étudié la 
onvergen
e (sujet du stage de DEA de Jerónimo Rodríguez).

On a ainsi montré pour le s
héma A une 
onvergen
e `

2

d'ordre �x

3

2

�"

et pour le s
héma B une


onvergen
e `

2

d'ordre �x

1

2

. Pour véri�er les résultats obtenus en théorie on a programmé les

deux méthodes ave
 un 
ode ré
ursif qui nous permet de faire plusieurs ra�nements emboités.

Les expérien
es numériques montrent que telles estimations sont quasi-optimales. (Voir Figure

6.a et Figure 6.b).

Pour pouvoir étendre nos résultats aux dimensions supérieures on a é
rit une formulation

variationnelle générale d'une famille de méthodes de ra�nement stables qui peut se parti
u-

lariser aux équations de l'élastodynamique. L'étude menée en 1-D nous fournit un guide pour


hoisir un s
héma dans 
ette famille (le s
héma A). Notre obje
tif est de faire une étude de


onvergen
e de 
e s
héma et de mettre au point un 
ode de 
al
ul basé sur 
e s
héma (en

Fortran 90). A plus long terme nous 
omptons 
oupler 
ette formulation de ra�nement ave


la méthode des domaines �
tifs utilisée pour prendre en 
ompte des �ssures (voir Figure 5) ou

des topographies de géométrie 
omplexe (Voir thèse de C. Tsogka).

Nous avons aussi 
ommen
é à étudier une famille de méthodes de ra�nement de maillage


onservatives sans multipli
ateur. Ce type de méthode s'appuie sur une formulation que nous

appelons � primale-duale � qui repose sur un 
hoix d'éléments �nis di�érents dans 
haque grille

(voir aussi les travaux de Julien Diaz, Patri
k Joly et Eliane Bé
a
he).

6.16 Modélisation numérique en 
ouplage Fluide-Stru
ture transitoire.

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Julien Diaz, Patri
k Joly.

Mots 
lés : éléments �nis, élastodynamique, a
oustique.

Résumé : Etude théorique et numérique de la propagation d'une onde en inter-

a
tion �uide-stru
ture
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Nous nous intéressons à la modélisation numérique de la propagation d'une onde en intera
-

tion �uide-stru
ture. Ce type de problème a notamment des appli
ations en imagerie médi
ale

(simulation de propagation d'une onde a
oustique dans l'os, en 
ollaboration ave
 le Labora-

toire d'Imagerie Paramétrique de Paris VI) et en sismique haute-résolution (détermination de

la stru
ture des fonds sous-marins, 
ontrat ave
 l'Ifremer).

Il est bien 
onnu que la te
hnique qui 
onsiste à faire dégénérer les équations de l'élasti
ité

dis
rétisées en un modèle a
oustique n'est pas satisfaisante(présen
e d'ondes de 
isaillement

parasites dans le �uide, absen
e de 
oer
ivité H

1

dans le �uide ...).

Il est alors souhaitable de travailler ave
 la pression dans le �uide (et non plus le 
hamp de dé-

pla
ement). Toute la di�
ulté réside dans le traitement de l'interfa
e �uide-stru
ture(interfa
e

os/mus
le ou mer/sous-sol pour les appli
ations qui nous intéressent). On 
her
he à satisfaire

les propriétés suivantes :

� La méthode doit être 
apable de traiter un ra

ord non-
onforme entre le �uide et le

solide

� Le s
héma reste expli
ite en dehors de l'interfa
e �uide-stru
ture.

� La stabilité est garantie par la 
onservation d'une énergie dis
rète.

� La 
ondition de stabilité n'est pas a�e
tée par la présen
e de l'interfa
e �uide-stru
ture.

Dans 
et esprit une première 
lasse de méthode 
onsiste à introduire un multipli
ateur de

Lagrange sur l'interfa
e �uide-solide, selon la philosophie des éléments joints. Cette démar
he,

déja validée dans le 
as d'une interfa
e entre 2 �uides par les travaux de Bamberger, Glowinski

et Tran a été adoptée par V.Duwig.

Nous proposons une stratégie alternative qui évite le re
ours à des multipli
ateurs de La-

grange grâ
e à l'utilisation de 
e que nous appelons une formulation primale-duale du problème

de 
ouplage : typiquement, si la pression est 
al
ulée dans un espa
e de fon
tions régulière (H

1

)

dans le �uide, dans le solide 
'est le 
hamp de dépla
ement qui sera 
her
hé dans un espa
e de

fon
tions régulières. On est alors dans le 
adre de méthodes 
onformes dont l'analyse mathé-

matique est plus simple.

La méthode que nous avons 
ommen
é à étudier, s'appuie sur :

� un 
al
ul en vitesses L

2

- 
ontraintes H

div

(a�n d'utiliser les éléments �nis mixtes déve-

loppés par C.Tsogka) dans le solide.

� un 
al
ul en vitesses H

div

- pression L

2

(on utilise les éléments de Raviart-Thomas) dans

le �uide.

Le 
adre fon
tionnel adapté à la formulation primale-duale 
orrespondante amène à modi-

�er les éléments �nis de C.Tsogka au voisinage de l'interfa
e. Les premiers résultats numériques

obtenus sont très en
ourageants.

6.17 Intera
tion onde élastique - dislo
ation

Parti
ipant : Jean-François Mer
ier.

Jean-François Mer
ier a engagé 
ette année, ave
 Agnès Maurel du Laboratoire Ondes et

A
oustiques de l'ESPCI, une 
ollaboration internationale ave
 Fernando Lund, du Département

de Physique de l'Université du Chili à Santiago. Le thème est la propagation d'onde en milieu


ontinu désordonné et l'appli
ation à l'intera
tion onde élastique - dislo
ation. Il s'agit d'un
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projet de re
her
he sur 
onventions internationales du CNRS qui s'est traduit par un séjour

de l'équipe française à l'Université du Chili d'un peu plus de deux mois (du 22 juillet au 1

O
tobre 2001).

Les travaux de re
her
he e�e
tués pendant 
e séjour ont porté sur l'intera
tion entre une

onde élastique et deux types de distributions de dislo
ations : des dislo
ations � vis � ou �


oins �.

Les deux types de dislo
ations 
onsidérées ont la forme d'une ligne (invariantes par trans-

lation selon une dire
tion) : ainsi on se ramène à l'étude d'un problème 2D.

Les appli
ations pratiques du projet sont l'élaboration de méthodes de diagnosti
 non intru-

sif. On a en e�et montré que l'a
oustique est un moyen de quanti�er la densité de dislo
ations,

par exemple dans la transition fragile - du
tile des métaux.

Fernando Lund s'est intéressé dans le passé à deux problèmes qui présentent des analogies

méthodologiques : en mé
anique des �uides, le problème bidimensionnel de la di�usion d'une

onde sonore dans un �uide par un tourbillon, et la multidi�usion du son par une forêt de

tourbillons, qui modélisent la vorti
ité d'un é
oulement turbulent, et en mé
anique des solides,

le rayonnement d'une dislo
ation vis ou d'une dislo
ation 
oin en mouvement.

Nous avons montré qu'il était possible de généraliser le problème de l'intera
tion onde -

tourbillon développé par F. Lund à l'intera
tion onde élastique - dislo
ation.

L'analogie a été mise en ÷uvre en remplaçant un vortex par une dislo
ation ligne. Une équa-

tion d'onde ave
 terme sour
e a été obtenue, puis résolue grâ
e à une représentation intégrale

pour une grandeur physique pertinente. La grandeur physique est la pression a
oustique pour

le problème de propagation du son à travers un vortex et le dépla
ement de l'onde élastique

dans un milieu 
omportant des dislo
ations.

Dans les deux 
as étudiés, dislo
ation vis et 
oin, la vitesse e�e
tive 
al
ulée dépend de

la densité de dislo
ations, et une mesure de l'atténuation d'une onde élastique à travers un

matériau peut don
 permettre de remonter à la densité de dislo
ation.

6.18 Méthodes de 
ou
hes absorbantes parfaitement adaptées.

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Gary Cohen, Aïssatou Diop, Sandrine Fauqueux, Patri
k

Joly.

Rappelons que 
es te
hniques, appelées PML (pour Perfe
tly Math
ed Layers) ont été in-

troduites ré
emment en éle
tromagnétisme (travaux de J. P. Bérenger) 
omme outil numérique

pour borner arti�
iellement un domaine de 
al
ul. Ce type d'outil s'avère parti
ulièrement ef-

�
a
e pour bon nombre des appli
ations que nous développons en régime transitoire et 
'est

pourquoi nous avons 
hoisi d'intensi�er nos re
her
hes dans 
ette dire
tion pour le traitement

de frontières arti�
ielles.

Stabilisation géométrique des PML en a
oustique anisotrope. Gary Cohen et Peter

Monk ont développé une nouvelle méthode d'implémentation Les PML standard se révèlent

instables en a
oustique anisotrope (dès que la matri
e d'anisotropie est non-diagonale). G.

Cohen, P. Joly et S. Fauqueux (en 
ollaboratiuon ave
 Peter Monk (University of delaware))

ont développé deux familles de nouvelles PML qui peuvent s'interpréter 
omme issues d'une

stabilisation � géométrique �des PML habituelles. L'appro
he 
onsiste à 
oupler (via un 
han-
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gement de variable) un milieu anisotrope à un milieu isotrope sans 
réer au
une ré�exion (
'est

le 
ara
tère PML) à l'interfa
e anisotrope-isotrope, puis à appliquer les PML dans le milieu

isotrope. L'étude et l'implémentation de 
es PML ont été menées dans le 
adre du stage d'Aïs-

satou Diop, sous la dire
tion de Gary Cohen et Sandrine Fauqueux. L'extension à d'autres

équations est à l'étude.

Étude théorique des PML pour les ondes éle
tromagnétiques. Nous avons �nalisé

nos travaux sur l'analyse de la stabilité des 
ou
hes absorbantes PML pour l'éle
tromagné-

tisme. Nous avons mené une analyse mathématique du modèle PML, d'une part par une ana-

lyse modale par transformation de Fourier, d'autre part par des te
hniques énergétiques. Nous

avons ainsi obtenu des résultats de stabilité uniforme en temps (qui pré
isent des résultats déjà


onnus dans la littérature) et avons établi des résultats de dé
roissan
e d'énergie qui illustrent

les propriétés d'absorption du modèle. Cette dernière te
hnique permet aussi de démontrer la

stabilité du s
héma de Yee pour dis
rétiser les 
ou
hes absorbantes. Ces travaux ont donné

lieu à un arti
le [12℄.

Etude des PML pour les ondes élastiques. Cette étude termine 
elle que nous avions


ommen
ée l'année dernière et dans laquelle nous avions essayé de 
omprendre l'origine d'in-

stabilités qui avaient été observées numériquement en utilisant les PML ave
 
ertains matériaux

anisotropes (Fig. 7) mais pas ave
 tous (Fig. 8).

t=2s t=160st=10s t=20s

Fig. 7 � Explosion pour 


11

= 4, 


22

= 20, 


33

= 2 et 


12

= 4:9

t=8s t=500st=14st=2s

Fig. 8 � Pas d'explosion pour 


11

= 


22

= 20, 


33

= 2 et 


12

= 3:8

Pour 
omprendre 
es phénomènes, nous avons étudié un modèle PML pour un système hyper-

bolique général et nous avons établi une 
ondition né
essaire de stabilité pour 
e système. Cette


ondition peut être interprétée en terme de propriétés géométriques des surfa
es de lenteur :

une 
ou
he absorbante parallèle à l'axe des x (
'est-à-dire, absorbant les ondes provenant du

demi-plan y < 0) sera instable si la proje
tion du ve
teur lenteur S(K) et la proje
tion du

ve
teur vitesse de groupe V (K) sur l'axe des y sont de sens opposés (Fig. 9)
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S(K) V(K)

V(K)

Stable

x

Instable

x

S(K)

Fig. 9 � Interprétation géométrique de la 
ondition né
essaire de stabilité.

Cette 
ondition a été utilisée pour expliquer des instabilités observées ave
 les ondes élastiques.

Ainsi, les 
ourbes de lenteurs des deux matériaux étudiés dans les �gures Fig. 7 et Fig. 8 sont

représentés dans la �gure 10.
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Fig. 10 � Courbes de lenteurs du matériau stable (à gau
he) et instable (à droite).

Cette 
ondition s'applique d'ailleurs à d'autres modèles de propagation (équations de Maxwell

anisotropes, équations d'Euler linéarisées).

En 
e qui 
on
erne plus parti
ulièrement les ondes élastiques se propageant dans un milieu

orthotrope, 
ette 
ondition géométrique ne su�t pas à expliquer toutes les instabilités (Fig.

11). Nous obtenons alors séparément une 
ondition né
essaire de stabilité et une 
ondition

su�sante de stabilité qui peuvent être exprimées 
omme des inégalités sur les 
oe�
ients élas-

tiques du modèle. Cette étude a fait l'objet d'un rapport de re
her
he [44℄.

t=9s
–0.4

–0.2

0.2

0.4

–0.4 –0.2 0.2 0.4

t=800st=2s t=400s

Fig. 11 � Courbes de lenteurs et instabilités pour 


11

= 10, 


22

= 20, 


33

= 6 et 


12

= 2:5

Etude des P.M.L. pour l'a
oustique en é
oulement. Comme pour les ondes élastiques,

on peut établir géométriquement une 
ondition né
essaire de stabilité à partir des 
ourbes de
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lenteur. Cette 
ondition est respe
tée en a
oustique sans é
oulement, par 
ontre la présen
e

d'un é
oulement, par exemple suivant l'axe des x, dé
ale la 
ourbe de lenteur et fait apparaître

une zone d'instabilité (voir �gure 12). Dans 
ette zone les solutions ! de l'équation de disper-

sion sont à partie imaginaire négative, 
e qui entraîne une explosion exponentielle en temps.

Pendant son stage de D.E.A., Julien Diaz a étudié un nouveau modèle P.M.L.. Le prin
ipe

P2
P

1

O

Fig. 12 � Courbe de lenteur, a
oustique ave
 é
oulement

de 
e modèle 
onsiste à utiliser un amortissement dépendant de (k

x

; k

y

), permettant ainsi de

modi�er le signe de la partie imaginaire de ! dans la zone d'instabilité. Nous avons montré

que 
e modèle est stable à haute fréquen
e (! grand). Malheureusement il engendre une in-

stabilité à basse fréquen
e qui n'apparaît pas dans le modèle 
lassique. La question de trouver

des 
ou
hes parfaitement adaptées pour l'a
oustique en é
oulement reste don
 en
ore ouverte.

6.19 Résonan
es d'une plaque élastique dans un 
onduit

Parti
ipants : Anne-Sophie Bonnet-BenDhia, Jean-François Mer
ier.

On 
onsidère dans 
e travail une plaque plane, rigide ou élastique, située au 
entre d'un


onduit bidimensionnel. Le �uide qui se trouve dans le 
onduit peut être au repos ou en

mouvement uniforme.

Si le plaque est rigide et le �uide au repos, il est bien 
onnu qu'il existe des modes de

vibration du �uide 
on�nés au voisinage de la plaque. Il s'agit de modes antisymétriques par

rapport au plan de la plaque et dont les fréquen
es sont inférieures à la fréquen
e de 
oupure du

premier mode antisymétrique qui se propage dans le 
onduit : 
'est pourquoi ils ne rayonnent

pas dans le �uide.

L'étude théorique de 
es modes lo
alisés s'exprime mathématiquement 
omme un problème

de théorie spe
trale pour un opérateur auto-adjoint : elle peut don
 s'e�e
tuer à l'aide du

Prin
ipe du Min-Max, en appliquant des te
hniques similaires à 
elles qui ont été développées

pour l'étude des guides d'ondes ouverts.

Nous avons appliqué la méthode aux 
as où la plaque est élastique et/ou le �uide est en

é
oulement uniforme dans le 
onduit. Ainsi, nous avons montré, en 
hoisissant des fon
tions

test appropriées, qu'il existe en
ore dans 
es di�érents 
as des modes lo
alisés. En parti
luier,
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nous avons montré que le nombre de fréquen
es de résonan
e augmente quand on passe d'une

plaque rigide à une plaque élastique, et quand on passe, pour une plaque rigide, d'un �uide au

repos à un �uide en mouvement.

En�n, nous avons montré que, dans le 
as où l'on tient 
ompte à la fois de l'élasti
ité de

la plaque et de la présen
e d'un é
oulement (et dans 
e 
as seulement), il peut exister des

instabilités lorsque le nombre de Ma
h dépasse une valeur 
ritique.

Parallèlement à 
ette étude théorique, Jean-François Mer
ier a développé dans le 
ode

MELINA une méthode numérique pour 
al
uler les modes lo
alisés. La méthode repose sur

une dis
rétisation par éléments �nis dans le �uide et une méthode modale sur la plaque.

6.20 Résonan
es en hydrodynamique navale

Parti
ipants : Christophe Hazard, François Loret.

Le problème de la stabilisation dynamique des navires (par dépla
ement de masses ou


ommande d'appendi
es mobiles) n'est pas ré
ent mais son importan
e est 
roissante, en raison

notamment de la rédu
tion de leur taille. La question préliminaire 
on
erne la simulation des

mouvements transitoires du navire dans un 
hamp de vagues quel
onque : avant d'aborder

la question du 
ontr�le de 
es mouvements, il faut disposer d'une méthode à la fois rapide

et pré
ise pour les prévoir. Les modèles retenus jusqu'i
i sont beau
oup trop grossiers pour

obtenir une simulation réaliste des mouvements. Mais on peut 
raindre qu'en enri
hissant le

modèle, on soit 
onduit à des temps de 
al
ul trop importants pour envisager un 
ontr�le en

temps réel des mouvements.

La 
onnaissan
e des résonan
es et des modes asso
iés fournit peut être l'outil de simu-

lation re
her
hé. La méthode, développée initialement (dans les années 70) sous le nom de

� Singularity Expansion Method � (SEM) dans le 
adre de l'éle
tromagnétisme, ne semble

pas avoir 
onnu un grand su

ès : l'absen
e de te
hniques �ables de 
al
ul numérique de réso-

nan
es limitait son utilisation aux rares 
as où les 
al
uls deviennent expli
ites. Nous disposons

maintenant de telles te
hniques.

Le prin
ipe de la méthode est très simple. Il s'agit en quelque sorte d'une extension de la

méthode de la transformation de Lapla
e. Elle repose pré
isément sur le 
ara
tère analytique

du prolongement aux fréquen
es 
omplexes d'un problème de di�ra
tion. Chaque résonan
e,

qui 
onstitue un p�le de 
e prolongement, se traduit (via le théorème des résidus) par une


ontribution os
illante, amortie de façon exponentielle, de la réponse transitoire du navire.

Cette réponse va alors apparaître 
omme une superposition (dis
rète) de tels 
omportements

élémentaires, à laquelle il faut adjoindre une 
ontribution � basse fréquen
e � asso
iée au r�le

parti
ulier de la fréquen
e nulle dans le prolongement analytique du problème (singularité

de type logarithmique). Plus pré
isément, on obtient ainsi le 
omportement asymptotique

en temps de la réponse du navire, l'erreur 
ommise étant exponentiellement dé
roissante en

temps (selon un fa
teur qui dépend de la quantité de résonan
es retenues). D'un point de vue

numérique, 
e 
omportement est beau
oup moins 
oûteux à 
al
uler que la réponse elle-même,

si on a déterminé au préalable les résonan
es et les modes asso
iés. Toute la question est de

savoir si 
ette estimation de la réponse est su�samment pré
ise pour alimenter un pro
essus

de stabilisation des mouvements.
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Pour disposer d'une méthode de référen
e permettant de 
al
uler de façon pré
ise (mais


oûteuse) la réponse transitoire d'un navire, Christophe Hazard et François Loret ont établi

une dé
omposition en fon
tions propres généralisées de 
ette réponse (arti
le en préparation).

Celle-
i revient à représenter les mouvements transitoires en les projetant sur les modes de

vibrations libres du système qui apparaissent pour un 
ontinuum de fréquen
es (le spe
tre du

problème est 
ontinu). Le 
ode MELINA développé au SMP est parti
ulièrement adapté au


al
ul de 
es modes : la mise en oeuvre numérique d'une telle dé
omposition ne devrait pas

soulever de di�
ultés parti
ulières (elle né
essite seulement le 
al
ul de réponse périodiques

pour un grand nombre de fréquen
es).

L'appli
ation de la SEM et la 
omparaison ave
 une méthode modale sont à l'origine d'une


ollaboration ave
 Mike MEYLAN (Au
kland, Nouvelle Zélande). Ce dernier a pu montrer

dans un 
adre monodimensionnel que la SEM fournissait une ex
ellente approximation de la

réponse, et 
e même pour des temps très petits. Qu'en est-il pour des situations plus réalistes ?

La 
ollaboration est destinée à apporter des éléments de réponse pour le problème des mou-

vements d'une plaque min
e �ottant librement à la surfa
e de l'o
éan (par exemple, une piste

d'atterrissage). La di�
ulté essentielle soulevée par l'appli
ation de la � SEM � aux équations

de l'hydrodynamique navale est analogue à 
elle que l'on ren
ontre pour l'équation des ondes

a
oustiques en dimension paire. Dans 
e 
as, le prin
ipe de Huyggens n'est plus respe
té, 
e qui

se traduit par une 
omposante lentement dé
roissante de la réponse transitoire à une ex
ita-

tion lo
alisée en espa
e et en temps. Cette dernière apparaît dans la SEM 
omme une intégrale


ontournant une 
oupure dans le plan des fréquen
es 
omplexes : le 
al
ul numérique de 
ette


ontribution 
onstitue le � point dur � de la méthode. . .

6.21 Guides d'ondes éle
tromagnétiques en Optique

Parti
ipants : Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia, Patri
k Joly, Dolores Pedreira, Christine

Poirier.

Les travaux menés sur le 
al
ul de modes guidés en optique intégrée sous l'hypothèse du

faible guidage se sont poursuivi par la réalisation d'un 
ode pour le 
al
ul des modes guidés dans

le 
as où le milieu de réréren
e est un milieu strati�é général. Ce 
ode est en 
ours de validation.

Ces travaux y seront notamment présentés à l'o

asion d'un mini-symposium organisé par D.

Pedreira et P. Joly à l'o

asion des pro
haines Journées Européennes en Ele
tromagnétisme à

Toulouse (Mars 2002).

6.22 Te
hnique multimodale pour les guides d'ondes non uniformes

Parti
ipants : Christophe Hazard, Eri
 Lunéville, Emilie Bangratz.

Le SMP a repris une a
tivité dans le domaine de l'utilisation de te
hnique multimodale dans

le 
adre de la propagation dans les guides d'ondes fermés à se
tion variable. Ces te
hniques

s'appuient sur la 
onnaissan
e d'une dé
omposition spe
trale de l'opérateur transverse des

ondes et sur une dis
rétisation par éléments �nis suivant l'axe de propagation. Or l'utilisation de

la base spe
trale de l'opérateur transverse 
onduit à des approximations de mauvaise qualité, en

présen
e d'une 
ondition de Neumann à la paroi. L'adjon
tion d'une ou de plusieurs fon
tions
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supplémentaires bien 
hoisies permet d'améliorer de façon signi�
ative la 
onvergen
e. Un

premier travail a été mené dans le 
adre du stage de DEA d'Emilie Bangratz. Parallèlement,


ette appro
he a été utilisée dans le 
adre de l'optimisation de forme de guides d'ondes et a fait

l'objet d'une étude numérique réalisée dans le 
adre d'un stage de deux étudiants de l'Ensta

(I. Maoui, S. Pitollat).

6.23 Fa
torisation de l'équation de Helmholtz dans un guide d'ondes

Parti
ipants : Isabelle Champagne, Ja
ques Henry, Patri
k Joly.

Au 
ours de son stage de DEA et pour le début de sa thèse, Isabelle Champagne a appli-

qué la méthode de fa
torisation (
f se
tion 6.28) à l'équation de Helmholtz. Ce
i permet de

retrouver des 
al
uls faits par des mé
ani
iens (V. Pagneux et al.) pour obtenir l'impédan
e

a
oustique dans des guides d'onde. Cette appro
he, plus abstraite ne né
essite pas de 
onnaitre

une base de fon
tions propres de la se
tion du guide ; elle propose de plus des points de vue

alternatifs pour les guides de se
tion variable. Elle n'a été abordée pour le moment que de

façon formelle et sa justi�
ation se heurte à une première di�
ulté : lors de l'utilisation de la

te
hnique de plongement invariant, 
ertaines longueurs du guide d'onde vont 
orrespondre à

un phénomène de résonan
e pour lequel l'opérateur d'impédan
e n'est plus dé�ni. Deux voies

se présentent pour surmonter 
ette di�
ulté : soit la transformation de l'opérateur d'impé-

dan
e par une transformation de Cayley, soit la transformation de l'équation de Ri

ati en une

équation linéaire par des transformations homographiques proposée par M. Sorine. Les deux

voies semblent prometteuses.

6.24 Problèmes inverses : la Linear Sampling Method

Parti
ipant : Houssem Haddar.

Il s'agit d'un travail e�e
tué en 
ollaboration ave
 Fioralba Cakoni, David Colton et Peter

Monk (University of Delaware).

La Linear Sampling Method (LSM) a été introduite par Colton et Kirsh (en 1996) pour

l'identi�
ation d'un objet di�ra
tant à partir de la mesure de son 
hamp lointain à une fré-

quen
e donnée, l'objet di�ra
tant étant é
lairé par des ondes planes provenant de toutes les

dire
tions.

La parti
ularité de la méthode, par rapport aux méthodes 
lassiques, est qu'elle n'utilise

pas d'hypothèses simpli�
atri
es sur la solution du problème dire
t (du type approximations

de Born). Elle évite en même temps d'avoir re
ours à la résolution du problème dire
t, qui peut

être pénalisant dans le 
as de problèmes de grande taille (
'est typiquement le 
as si on traite

un problème 3D). De plus 
ette méthode ne requiert pas, dans son prin
ipe, une 
onnaissan
e

préalable de la nature de l'objet (ré�é
hissant, absorbant, pénétrable ...). Il faut néanmoins

montrer sa 
onvergen
e au 
as par 
as. Sa seule restri
tion est qu'elle ne permet de 
onnaître

que le support de l'objet di�ra
tant (et non pas ses 
ara
téristiques par exemple). Mais, dans

nombre de problèmes (radar, imagerie médi
ale, 
ontr�le non destru
tif...), 
e support 
onstitue

la seule information utile.
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Nous avons montré l'appli
abilité de la méthode à la re
onstitution d'un milieu anisotrope

([24℄, [47℄) dans le 
as d'ondes a
oustiques, 
omplétant ainsi la validation de la méthode pour


e type d'ondes.

Le 
as des ondes éle
tromagnétiques est en
ore en progression bien que quelques avan
ées

aient été a

omplies. Les premiers résultats relatifs à la re
onstitution d'objets parfaitement

ré�é
hissants ou partiellement absorbants (modélisés par des 
onditions d'impédan
es sur le

bord) ont été obtenus dans [26℄. Les expérien
es numériques 3D qui y sont menées représentent

(à notre 
onnaissan
e) un des tous premiers résultats du genre. On y montre en parti
ulier

l'in�uen
e du 
hoix de la polarisation de l'onde in
idente sur la qualité de la re
onstitution.

Les meilleurs résultats requièrent en e�et la 
ombinaison de trois polarisations orthogonales

entre-elles. Ces expérien
es numériques ont également 
on�rmé la possibilité de re
onstruire

plusieurs objets à la fois. La qualité de la re
onstru
tion peut 
ependant être a�e
tée lorsque

le 
ontraste entre les 
ara
téristiques physiques de 
haque 
omposante est très important. Par

exemple on verra moins bien un objet absorbant lorsque 
elui-
i se trouve à 
�té d'un objet

parfaitement ré�é
hissant. Nous avons également étendu 
es résultats aux 
as des diéle
triques

isotropes (travail soumis à publi
ation).

Les perspe
tives de 
e travail sont multiples. Nous souhaitons dans un premier temps étudier

l'appli
ation de la LSM à la déte
tion de matériaux anisotropes par des ondes éle
tromagné-

tiques. La di�
ulté essentielle du travail semble liée à l'étude mathématique de 
onvergen
e.

Une première étude, basée sur des méthodes intégrales, a été menée par Colton-Potthast. Ce-

pendant, la 
onvergen
e de la méthode n'a été montrée que lorsque les 
ara
téristiques du

matériau sont su�samment petites, sans avoir pour autant de pré
ision sur 
ette petitesse.

Nous pensons que 
ette hypothèse restri
tive est purement te
hnique, et est liée simplement à

la méthode mathématique utilisée. Nous pensons également qu'il est possible de s'en a�ran
hir

en étudiant le problème sous forme variationnelle par exemple. C'est d'ailleurs l'objet d'un

travail en 
ours.

Nous souhaitons étudier dans un deuxième temps l'appli
abilité de la LSM à la déte
tion

d'objet ré�é
hissant dans un milieu à deux 
ou
hes. Il s'agit typiquement de la re
onstru
tion

de mines personnelles enfouies dans le sol. Une investigation numérique du problème a déjà

été engagée.

A plus long terme, nous souhaitons pouvoir traiter des exemples où les mesures du 
hamp

lointain ne sont e�e
tuées que dans un 
�ne limité, ou en
ore lorsque les dire
tions des ondes

planes in
identes appartiennent à 
e même 
�ne. En�n, il serait très intéressant également de

pouvoir in
lure à la méthode la possibilité d'utiliser plusieurs fréquen
es ou plus généralement

de lui trouver un équivalent pour les problèmes en temps.

6.25 Optique géométrique et solutions multivaluées d'équations

d'Hamilton-Ja
obi

Parti
ipants : Jean-David Benamou, Ian Sollie
.

La te
hnique numérique traditionnelle pour la résolution de problèmes de type optique

géométrique est 
elle du lan
er de rayons. On peut la quali�er de Lagrangienne 
ar, 
omme

en mé
anique des �uides, diverses quantités (phase, amplitudes, indi
es ...) sont transportées
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le long des rayons. La solution est don
 
onnue le long de 
es traje
toires qui ne sont pas

dé�nies par l'utilisateur mais lui sont imposées par la physique du problème. Les rayons peuvent

diverger ou alors 
onverger vers un phénomène de 
austique et se 
roiser. Dans 
e dernier 
as on

dit que la solution est multi-valuée, la phase et les autres quantités pouvant prendre plusieurs

valeurs au même point de l'espa
e physique.

Il est aussi possible de 
al
uler dire
tement la phase vue 
omme une fon
tion de l'espa
e

physique solution d'une équation de Hamilton-Ja
obi : 
'est l'appro
he Eulérienne. La solution

obtenue 
orrespond à la solution Lagrangienne lorsqu'elle est 
lassique, en pratique 
ela signi�e

que les rayons ne se 
roisent pas et que la solution lagrangienne est uni-valuée. Dans le 
as


ontraire la solution 
al
ulée par des s
hémas numériques dits � dé
entrés � est appelée solution

de vis
osité et est naturellement uni-valuée. Elle ne représente qu'une partie de la solution


al
ulée par la méthode Lagrangienne. La dis
rétisation de l'équation est dans 
e 
as laissée

au 
hoix de l'utilisateur 
e qui résout le problème des zones de basse densité de rayons. Le

problème des 
austiques est lui lié à l'existen
e de solutions multi-val uées et n'autorise pas a

priori l'utilisation dire
te de l'équation.

Nous avons obtenu une formulation Eulerienne 
ouplée dans le 
adre de solutions bi-valuées

dont les deux bran
hes sont séparées par une 
austique de type pli. La 
austique satisfait une

équation di�érentielle intégrée au système. Une étude �ne de la pré
ision des s
hémas numé-

riques utilisés est en 
ours.

L'optique géométrique fournit une bonne approximation des équations d'ondes en régime

haute fréquen
e et 
'est sous 
ette forme que sont simulés par exemple les phénomènes de pro-

pagation et d'absorption laser grâ
e à l'équation de Maxwell. On est don
 amené à résoudre

une équation d'Hamilton-Ja
obi pour la phase (eikonale) 
ouplée à une équation de transport

pour l'amplitude (énergie). La représentation de la solution des équations de Maxwell fait alors

intervenir de façon plus ou moins 
omplexe les in
onnues du problème d'optique géométrique

asso
ié. Une représentation assymptotiquement 
orre
te au voisinage de 
austique de type pli

est a l'étude, assortie de 
omparaisons numériques utilisant les quantités 
al
ulées par la mé-

thode originale présentée 
i dessus.

Ce projet rentre dans le 
adre du programme de 
on
eption d'outils de simulation nu-

mérique pour le laser Méga-Joule. Le CEA �nan
e la thèse de Ian Sollie
. Il s'agit d'une


ollaboration ave
 R.Sentis (CEA) et O. La�tte (Université Paris 13).

6.26 Méthodes de ra

ordement modal généralisé

Parti
ipants : Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia, Patri
k Joly, Karim Ramdani, Axel

Tillequin.

Dans le 
adre de la thèse d'Axel Tillequin (soutenue le 5 Janvier 2001), nous avons déve-

loppé une méthode, dite de ra

ord modal généralisé, qui 
onstitue une appro
he originale pour

traiter 
ertains problèmes de di�ra
tion par des obsta
les non bornés. Après avoir appliqué la

méthode au 
al
ul du 
hamp rayonné par un guide a
oustique bidimensionnel semi-in�ni, nous

l'avons étendue à un problème de grande importan
e pour les appli
ations : il s'agit des pertes
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par di�ra
tion à la jon
tion de guides ouverts (jon
tion de mi
roguides optiques par exemple).

Des résultats numériques bidimensionnels ont été obtenus.

Nous avions déjà montré que la méthode de ra

ord modal généralisé permettait également

de formuler le problème de la di�ra
tion d'une onde plane par un obsta
le, situé dans un réseau

périodique de plaques rigides semi-in�nies. Cette année, nous avons traité le 
as d'un défaut

situé à proximité d'un milieu semi-in�ni strati�é périodiquement. La méthode repose alors sur

l'utilisation de la transformation de Floquet-Blo
h et permet de mettre en éviden
e une grande

variété de phénomènes, liée au spe
tre de bandes du milieu périodique. Ainsi par exemple,

l'onde di�ra
tée par le défaut ne rayonne dans la dire
tion orthogonale aux srati�
ations que

lorsque la fréquen
e de l'onde in
idente appartient à l'une des bandes du spe
tre.

Une ré�exion est en 
ours portant sur l'extension de la méthode aux problèmes ve
toriels

tridimensionnels (en éle
tromagnétisme ou en élastodynamique).

6.27 Distan
e de Wasserstein

Parti
ipants : Jean-David Benamou, Kevin Guittet.

Le problème de transport optimal de masse a été introduit par Monge à la �n du 18

ème

siè
le dans le but de 
al
uler la manière la moins 
oûteuse de 
onstruire un remblai en 
reusant

un déblai. Aujourd'hui, la généralisation du problème de Monge et de ses appli
ations 
ouvre

un large spe
tre, de la modélisation é
onomique à la mé
anique des �uides... Le 
adre abstrait

du problème de transport est le suivant : étant données deux densités de masse 1, il faut trou-

ver une appli
ation 
onservant les volumes et réalisant le transport de l'une vers l'autre. Ce

problème est sous-déterminé, et peut admettre plusieurs solutions, il est don
 naturel d'intro-

duire un 
ritère permettant de séle
tionner parmi 
es appli
ation 
elle qui minimise un 
oût

de transport. La fon
tion 
oût la plus étudiée est 
elle qui fait intervenir la norme L2 de la

distan
e totale par
ourue par la masse. L'existen
e d'une appli
ation optimale pour 
e 
ritère

a été résolu par Kantorovi
h en 1942 et permet de dé�nir une distan
e entre densités appellée

distan
e de Wasserstein.

Nous avons ré
emment proposé une reformulation de 
e problème dans un 
ontexte � mé-


anique des �uides �. Au prix de l'ajout d'une dimension appelée temps qui introduit un


ontinuum de densité entre densité initiale et �nale, le problème de transport optimal peut

être vu 
omme un problème de minimisation 
onvexe non quadratique qui peut etre résolu par

itérations de problème de Lapla
e espa
e-temps.

Du point de vue théorique, K. Guittet a etabli la validité de 
ette reformulation dans un


adre mathématique � Hilbertien � rigoureux. Du point de vue pratique, la pré
ision de la mé-

thode est limitée par un problème de 
ompatibilité de dis
rétisation des in
onnues. K. Guittet

travaille toujours 
e point.

Il s'est par ailleurs interessé au problème dérivés dit des � 
élibataires � et a proposé un

nouvel algorithme numérique pour sa résolution.
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6.28 Programmation dynamique et fa
torisation d'opérateurs elliptiques

Parti
ipants : Ja
ques Henry, Angel Ramos, Maria do Céu Soares.

Les travaux sur la fa
torisation des problèmes aux limites elliptiques du se
ond ordre ont été

poursuivis. Cette méthode permet, pour des ouverts 
ylindriques, par plongement invariant,

de montrer qu'un problème elliptique du se
ond ordre peut se fa
toriser en un produit de

deux problèmes du premier ordre non 
ouplés et qui font intervenir un opérateur véri�ant

une équation de Ri

ati. Cet opérateur relie des 
onditions aux limites sur la frontière mobile,


e peut être par exemple l'opérateur Diri
hlet-Neumann. Sur le problème dis
rétisé, 
ette

fa
torisation s'interprète exa
tement 
omme la fa
torisation de Gauss par blo
s de la matri
e

du système linéaire. Pour les aspe
ts géométriques, on a étudié 
omme modèle de la situation où

la famille de domaines variables est limitée par une famille de surfa
es sans bord démarrant au

bord du domaine et venant se réduire en un point, le 
as d'une famille de sphères 
on
entriques.

La prin
ipale di�
ulté est alors de dé�nir la 
ondition initiale à l'origine pour la phase de �

remontée � qui n'est pas une donnée du problème 
omme dans le 
as 
ylindrique. On a montré

que 
ette valeur est fournie par la limite à l'origine du résidu r dans la phase � des
ente �. Ce

travail fait partie de la thèse de M. C. Soares de l'universidade nova de Lisbonne.

Dans les travaux pré
édents ave
 A. Ramos dans le 
as d'une géométrie 
ylindrique, les

preuves pour l'établissement de l'équation de Ri

ati sont basées sur l'appro
he de J.L. Lions

pour le 
al
ul du feedba
k optimal pour les problèmes de 
ontrole optimal d'équations para-

boliques. Dans le but de généraliser la méthode de fa
torisation à des situations plus larges

(généralisation de l'opérateur, de la géométrie, de la surfa
e balayant le domaine,...) il parait

important d'étudier l'équation de Ri

ati dire
tement, 
'est-à-dire sans référen
e à un problème

de 
ontrole asso
ié. Dans 
e but on a repris des travaux an
iens de R. Temam sur l'étude de la

solution d'équations de Ri

ati dans le 
adre des opérateurs de Hilbert-S
hmidt. Les résultats

de Temam ne permettent pas d'apporter une réponse dire
te dans notre 
adre. Cependant en

s'en inspirant on a pu montrer des résultats d'existen
e et d'uni
ité dans un sens plus faible que


elui attendu. Mais les propriétés que possède l'opérateur Neumann-Diri
hlet permettent de


ompléter 
es résultats et d'aboutir à 
eux attendus. Par ailleurs, en liaison ave
 un problème

issu de l'industrie pétrolière (
f se
tion 6.8), on a essayé d'utiliser la te
hnique de fa
torisation

pour limiter le volume des 
al
uls à e�e
tuer : en e�et pour 
ertains problèmes aux limites

elliptiques on est amené à e�e
tuer de nombreuses fois le même 
al
ul pour des données variant

uniquement dans un sous domaine. On propose alors de n'e�e
tuer les 
al
uls que dans 
e sous

domaine 
e que l'on peut faire à 
ondition de dé�nir des 
onditions aux limites représentant le

domaine extérieur négligé dans le 
al
ul. C'est 
e que permet l'opérateur Diri
hlet-Neumann.

6.29 Pré
onditionnement par fa
torisation in
omplète

Parti
ipants : Ja
ques Henry, Jean-Pierre Yvon.

Comme 
ela a été présenté en se
tion 6.28 la méthode de fa
torisation peut être vue 
omme

une extension au problème 
ontinu de la fa
torisation de Gauss par blo
s. Il est alors naturel

d'utiliser 
ette méthode de fa
torisation pour 
on
evoir en 
ontinu des pré
onditionneurs par

fa
torisation in
omplète. Une première expérimentation dans 
e sens a été entreprise ave
 J.P.
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Yvon de l'INSA-Rennes. L'idée est alors d'appro
her l'opérateur Diri
hlet-Neumann par un

opérateur lo
al, en l'o

uren
e le lapla
ien sur la se
tion. L'opérateur de pré
onditionnement

est alors dé�ni sous forme fa
torisée à l'aide de deux fon
tions véri�ant des équations non

linéaires, 
ouplées et paraboliques dans la dire
tion privilégiée par la méthode. Cette méthode

est di�érente des méthodes 
onnues de pré
onditionnement ILU. Elle est pro
he, mais di�é-

rente, des travaux menés par F. Nataf au laboratoire de mathématiques appliquées de l'é
ole

polyte
hnique. Les résultats numériques préliminaires sont en
ourageants.

7 Contrats industriels (nationaux, européens et internationaux)

7.1 Contrat INRIA-IFP

Parti
ipants : Gary Cohen, Sandrine Fauqueux.

Dans le 
adre d'une 
ontrat CIFRE ave
 l'IFP, S. Fauqueux, sous la dire
tion de G. Cohen,

a étudié une formulation par éléments �nis mixtes des équations de l'élastodynamique en

dimension 2. Un 
ode 2D a été réalisé. Ce 
ode peut traiter des milieux hétérogènes non-

bornés ou anisotropes bornés. La prise en 
ompte de milieux anisotropes non-bornés pose

en
ore quelques problèmes.

7.2 Contrat INRIA-IFP

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Abdelaaziz Ezziani, Patri
k Joly, Sandrine Fauqueux.

Dans le 
adre de 
ette 
ollaboration qui a pour objet les méthodes de sismique haute réso-

lution pour analyser la stru
ture du fond marin, nous nous intéressons à la propagation d'ondes

dans un milieu 
onstitue par un �uide (la mer) surplombant un mileu solide vis
oélastique.

7.3 Contrat INRIA-Université de Tampere

Parti
ipants : Patri
k Joly, Christine Poirier.

Cette 
ollaboration a pour obje
tif la mise au point d'un 
ode de résolution des équations

de Maxwell transitoires à l'aide d�eléments �nis d' arête adaptées à la 
ondensatiuon de masse.

Les appli
ations envisagées 
on
ernent la téléphonie mobile.

7.4 Contrat INRIA-EDF

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Patri
k Joly, Gilles S
arella.

Un nouveau 
ontrat ave
 EDF a démarré pour poursuivre nos travaux sur la di�ra
tion

d'ondes élastiques par des �ssures. Il s'agit d'étendre la méthode développée par Chrysoula

Tsogka pour des �ssures modélisées par une 
ondition aux limites de surfa
e libre, au 
as des

�ssures modélisées par une 
ondition aux limites de 
onta
t unilatéral. Ces travaux font l'objet

de la thèse de Gilles S
arella (voir paragraphe 6.13).
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7.5 Contrat INRIA-EDF

Parti
ipants : Eliane Bé
a
he, Patri
k Joly, Jerónimo Rodríguez Gar
ía.

Un nouveau 
ontrat ave
 EDF a démarré pour �nan
er la thèse de J. Rodríguez (voir

paragraphe 6.15). L'obje
tif est d'étendre la méthode de ra�nement spatio-temporel dévelop-

pée par T. Fouquet en ele
tromagnétisme à un problème d'élastodynamique. Ce 
ontrat fait

également suite au pré
édent 
ontrat �nançant la thèse de C. Tsogka.

7.6 Contrat INRIA-CEA

Parti
ipants : Jean-David Benamou, Ian Sollie
.

Ce 
ontrat �nan
e la thèse de Ian Sollie
 qui porte sur la résolution dire
te d'équations

d'Hamilton-Ja
obi et le 
al
ul numérique d'ondes hautes fréquen
es en présen
e de 
austiques

plis et fron
es.

7.7 Contrat INRIA - S
hlumberger

Parti
ipants : Anne-Laure Baril, Ja
ques Henry, Patri
k Joly.

Le stage de maîtrise de mathématiques d'Anne-Laure Baril a donné lieu à un 
ontrat ave


la so
iété S
hlumberger. L'étude sur la modélisation du CHFR dé
rite 
i-dessus a eu lieu dans


e 
adre.

7.8 Contrat INRIA-ONERA

Parti
ipant : Gary Cohen.

Gary Cohen a initialisé une 
ollaboration ave
 le département DEMR de l'ONERA à Tou-

louse sur une méthode d'éléments �nis mixtes d'ordre 3 ave
 
ondensation de masse pour les

équations de Maxwell ave
 pertes éle
triques. Cette 
ollaboration s'est traduite 
ette année par

l'a
hat d' un logi
iel 2D qui a été testé à l'ONERA. Les résultats en
ourageants ont 
onduit à

un 
ontrat de trois ans pour l'en
adrement d'une thèse sur le sujet en 3D.

8 A
tions régionales, nationales et internationales

8.1 A
tions nationales

� Parti
ipation à l'a
tion 
on
ertée in
itative Téléméde
ine dans le projet � Problèmes

dire
ts et inverses en EEG et MEG � 
onsa
rée à l'imagerie 
érébrale, ave
 les projets

Robotvis et Estime (Ja
ques Henry).

� J.-D. Benamou est responsable de l'ACI jeune 
her
heur GO++ (2000-2002) qui a pour

objet la réalisation, par une appro
he orientée objet, d'une bibliothèque modulaire de

programmes pour la résolution numérique de problèmes de type optique géométrique.

Cette ACI a �nan
é le post-do
t. de Ph. Ho
h. Une première version du logi
iel est

disponible http://www-ro
q.inria.fr/~benamou/gopp.html.
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8.2 Relations bilatérales internationales

� Le projet parti
ipe à deux projets de l'Institut Lyapounov :

Ave
 l'équipe du professeur Kome
h de l'université de Mos
ou sur l'étude de problèmes

de propagation d'onde non-linéaire et l'étude de problèmes de di�ra
tion dans des do-

maines singuliers.

Ave
 l'équipe du professeur T
heverda du 
entre de 
al
ul de Novosibirsk sur les pro-

blèmes de modélisation numérique en sismique.

� Les travaux sur les guides d'ondes en intera
tion �uide-stru
ture entrent dans le 
adre

d'une 
ollaboration ave
 le LAMSIN (Laboratoire de Modélisation et de Simulation Nu-

mériques dans les S
ien
es de l'Ingénieur) de l'E
ole Nationale d'Ingénieurs de Tunis.

� L'a

ord bilatéral INRIA - ICCTI ave
 l'université nouvelle de Lisbonne a été renouvelé.

Cet a

ord permet d'organiser l'en
adrement de la thèse de Maria do Céu Soares en


o-tutelle ave
 Bento Louro de 
ette université.

� Une proposition d'a
tion intégrée � Pi
asso � (fran
o-espagnole) ave
 A. Ramos de l'uni-

versité Complutense de Madrid a été a

eptée. Elle porte sur la fa
torisation des opéra-

teurs elliptiques.

8.3 A

ueils de 
her
heurs étrangers

Les 
her
heurs suivants ont séjourné au sein du projet :

� D. Gomez Pedreira (Université Saint-Ja
ques de Compostelle) en février et o
tobre 2001.

� A. Ramos (Université 
omplutense de Madrid), de février à juin 2001.

� Christophe Hazard et François Loret ont établi une 
ollaboration ave
 Mi
haël Meylan,

maître de 
onféren
es à Au
kland (Nouvelle Zélande) : 
e dernier a séjourné au laboratoire

durant deux semaines en avril 2001.

� Dans le 
adre du projet 
ommun Fran
e-Hong Kong PROCORE, le Prof. Jun ZOU, de

la Chinese University of Hong Kong, a séjourné au laboratoire du 22 juin au 21 juillet

2001.

9 Di�usion de résultats

9.1 Animation de la 
ommunauté s
ienti�que

� Le projet est 
oorganisateur, ave
 l'ENSTA, du séminaire mensuel CRESPO qui donne

l'o

asion d'a

ueillir de nombreux 
her
heurs, professeurs et industriels.

� A. S. Bonnet-Ben Dhia est membre du Comité National du CNRS (se
tion 09 et se
tion

41).

� G. Cohen et P. Joly ont organisé un 
ours INRIA dans la série � E
ole INRIA des Ondes

� (intégrée dans les E
oles d'Eté CEA-EDF-INRIA) sur le thème � Ondes élastiques

dans les solides � (12 au 16 Novembre 2001).

� P. Joly est membre du Comité éditorial de la Revue M2AN (Modélisation Mathématique

et Analyse Numérique).

� P. Joly est membre du Comité National des Universités (26

ème

se
tion).
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� J. Henry a été élu vi
e-président du te
hni
al 
ommittee 7 de l'IFIP et a été membre du


omité international de la 
onféren
e IFIP TC7 � System modeling and optimization �

qui a eu lieu à Trier en juillet 2001.

� J.-D. Benamou a 
o-organisé ave
 B. Engquist le workshop � Geometri
 high-frequen
y

methods � appli
ations to geophysi
s �, Institute for Pure and Applied Math, UCLA avril

2001.

� Patri
k Ciarlet, en 
ollaboration ave
 Pierre-Arnaud Raviart et Eri
 Sonnendrü
ker, a

organisé le Workshop intitulé Numeri
al Simulation of 
harged parti
les qui s'est tenu

les 20 et 21 juin 2001, à Nan
y.

� J. E. Roberts a organisé le minisymposium Flow and Transport in Fra
tured Porous

Media au Sixth SIAM Conferen
e on Mathemati
al and Computational Issues in the

Geos
ien
es (GS01), Boulder Colorado, Etat-Unis, juin 2001.

9.2 Enseignement universitaire

� Eliane Bé
a
he

Deux 
ours : Éléments �nis mixtes pour l'élastodynamique, Analyse de dispersion et de

stabilité et Modélisation de la propagation d'ondes élastiques en domaines non-bornés,

dans le 
adre du 
ours INRIA � sur les ondes élastiques dans les solides � (Novembre

2001).

� Eliane Bé
a
he et Patri
k Joly

Cours sur les méthodes numériques en propagation d'ondes, troisième année à l'ENSTA.

� J.-D. Benamou

Cours d'initiation au 
al
ul S
ienti�que, DEA MMSAP (P6/UVSQ/X).

Cours d'optique géométrique numérique, DEA de math. appliquées (Paris 9)

Travaux dirigés de 
ontr�le optimal, Formation post-graduée P�le Universitaire Léonard

de Vin
i.

� Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia

Deux 
ours sur la théorie du guide d'ondes élastiques dans le 
adre du 
ours INRIA �

sur les ondes élastiques dans les solides � (Novembre 2001).

� Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Jean-François Mer
ier

Cours � Ondes dans les milieux 
ontinus �, troisième année à l'ENSTA.

� Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Christophe Hazard

Cours de Méthodes Numériques au DEA de Mé
anique de Paris 6.

Cours intitulé Propagation d'ondes 
ommun au DEA de dynamique des stru
tures et


ouplages et à l'option MMS de l'E
ole Centrale de Paris.

� A. S. Bonnet-Ben Dhia et P. Joly

Cours à l'E
ole Nationale d'Ingénieurs de Tunis dans le 
adre du DEA de Mathématiques

Appliquées : Modèles de propagation d'ondes. (Avril 2001)

� Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Mar
 Lenoir

Cours ENSTA de première année : Outils élémentaires d'analyse pour les EDP .

� Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Vin
ent Pagneux

Cours intitulé Propagation a
oustique guidée pour le DEA de dynamique des stru
tures

et et des systèmes 
ouplés à l'E
ole Centrale de Paris (ave
 Vin
ent Pagneux)
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� P. Ciarlet

Cours intitulé Ondes éle
tromagnétiques : Appro
he théorique et numérique au DEA de

Mathématiques de la Modélisation, Simulation et Appli
ations de la Physique à l'Uni-

versité de Versailles (ave
 Fran
k Assous (CEA)).

Travaux dirigés de première année du 
ours ENSTA Algèbre linéaire et optimisation.

� Patri
k Ciarlet, Eri
 Luneville et Christophe Hazard.

Cours de tron
 
ommun à l'ENSTA sur la résolution numérique des équations aux

dérivées partielles.

� G. Cohen

Cours sur les méthodes numériques pour les équations de l'élastodynamique linéaire à

l'É
ole des Ondes INRIA (novembre 2001).

� G. Cohen et P. Joly

Méthodes Mathématiques en propagation d'ondes, DEA à l'Université Paris IX Dau-

phine.

� Grégoire Derveaux

Monitorat à l'Université Paris Dauphine. Travaux dirigés d'algèbre linéaire et d'analyse

en deuxième année de DEUG MASS.

� S. Fauqueux

Deux 
ours : � Eléments Finis Mixtes Spe
traux : Analyse � et � Appli
ation à l'Elas-

todynamique � dans le 
adre du 
ours INRIA sur les ondes élastiques dans les solides.

� Emmanuelle Gar
ia

Travaux dirigés du 
ours � Cal
ul S
ienti�que � de 2ème année de l'ENSTA.

� Christophe Hazard et Eri
 Luneville

Di�ra
tion d'ondes : appli
ation numérique. Cours en troisième année à l'ENSTA.

Cal
ul S
ienti�que. Cours de 2ème année de l'ENSTA.

� J. Henry

Analyse numérique, deuxième année à l'é
ole des Mines de Paris.

� P. Joly

Professeur Chargé de Cours à temps partiel à l'É
ole Polyte
hnique, Département de

Mathématiques Appliquées.

Formation sur les méthodes numériques pour les équations de Maxwell, formation dis-

pensée dans le 
adre du Collège Polyte
hnique.

Cours dans le 
adre du DEA de Mathématiques Appliquées de l'Université de Bordeaux I

sur l'analyse mathématique des modèles de guides d'onde ouverts.

Cours de DEA à l'Université de Saint-Ja
ques de Compostelle : introdu
tion àl'analyse

mathématique de l'équation de Helmholtz.

� Guillaume Legendre

Travaux dirigés du 
ours Equations aux dérivées partielles de li
en
e I.U.P., �lière Génie

des Systèmes Industriels, à l'université d'Évry Val d'Essone.

� Mar
 Lenoir

Cours sur les équations intégrales au DEA de Mathématiques de la Modélisation, Simu-

lation et Appli
ations de la Physique à l'Université de Versailles.

� Eri
 Lunéville

Cours intitulé Optimisation et éléments �nis en maîtrise à l'Université Paris 13.
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TD du 
ours d'Analyse Numérique en 2ème année de la �lière MACS à l'Université Paris

13.

Cours de Di�éren
es Finies en 1ère année de la �lière MACS à l'Université Paris 13.

� François Loret

Travaux dirigés du 
ours de 2ème année de l'ENSTA intitulé Cal
ul S
ienti�que.

� Jean-François Mer
ier assure Travaux Dirigés du 
ours intitulé E
oulements Compres-

sibles en Deuxième année de l'ENSTA.

� Jean Roberts

Méthodes d'approximation, quatrième année du P�le Universitaire Léonard de Vin
i.

Volumes �nis et éléments �nis mixtes, (ave
 J. Ja�ré du projet Estime) DEA de Mathe-

matiques appliques Université de Tunis II et E
ole Nationale d'Ingénieurs de Tunis.

9.3 Parti
ipation à des séminaires, 
olloques, invitations

� E. Bangratz, C. Hazard and V. Pagneux

� Improved multimodal approa
h in waveguides with varying 
ross se
tion, 17th Interna-

tional Congress on A
ousti
s, Rome, September 2001.

� E. Bé
a
he

� Domaines �
tifs et éléments �nis mixtes pour un problème de di�ra
tion d'ondes élas-

tiques en régime transitoire, séminaire de l'Équipe de Mathématiques Appliquées,

UTC, Compiègne, Janvier 2001.

� Domaines �
tifs et 
onditions aux limites de 
onta
t unilatéral en élastodynamique ,

séminaire CRESPO (INRIA/ENSTA), Mai 2001.

� A �
titious domain method for unilateral 
onta
t problems in non-destru
tive testing ,

Day on Di�ra
tion, Annual International Seminar, St.Petersburg, Russia, May 29-31,

2001.

� Stability and instability results for PML models , Minisymposium sur � Numeri
al

methods for wave propagation in unbounded media �, First SIAM-EMS Conferen
e �

Applied Mathemati
s in our Changing World �, Berlin, September 2 - 6, 2001.

� J.-D. Benamou

� The Monge-Kantorovit
h mass transfer and its Computational Fluid Me
hani
s for-

mulation, 
onféren
e plénière, International Conf. in Fluid Dynami
s, Oxford, mars

2001.

� Numeri
al te
hniques for multivalued geometri
 opti
s , Workshop on Semi
lassi
al

Limits : WKB vs the Wigner Transform, Vienne ESI, novembre 2001.

� Causti
 lo
alization and Multi-valued Solution of the Eikonal equation Workshop �

Geometri
 high-frequen
y methods � appli
ations to geophysi
s �, Institute for Pure

and Applied Math, UCLA, avril 2001.

� K. Guittet

� An Hilbertian framework for the time-
ontinuous Monge-Kantorovi
h problem, work-

shop � Problems and Perspe
tives on the Cal
ulus of Variation �, Toronto, août 2001.

� I. Sollie


� a parti
ipé au programme � Geometri
ally based motion �, Institute for Pure and

Applied Math, UCLA, avril 2001.
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� F. Assous, P. Ciarlet, Jr. et E. Gar
ia

� The Singular Complement Method applied to Maxwell-Vlasov simulation. Workshop �

Numeri
al Simulation of 
harged parti
les �, Nan
y, juin 2001.

� F. Assous, P. Ciarlet, Jr. et S. Labrunie :

� Numeri
al methods for the axisymmetri
 singular Mawell equations. Workshop � Nu-

meri
al Simulation of 
harged parti
les �, Nan
y, juin 2001.

� A.S. Bonnet-Ben Dhia, E. Lunéville et J.F. Mer
ier

� Di�ra
tion par une plaque en présen
e d'é
oulement : 1) Sillage et 
ondition de Kutta

2) Etats résonnants. Deuxièmes journées sur l'a
oustique de Galbrun, Ar
a
hon, 4-6

avril 2001.

� Di�ra
tion of an a
ousti
 wave by a plate in a uniform �ow : a numeri
al approa
h.,

17th International Congress on A
ousti
s, Rome, September 2001.

� A.S. Bonnet-Ben Dhia, G. Legendre et E. Lunéville

� Quelques ré�exions sur la résolution des équations de Galbrun fréquentielles par élé-

ments �nis. Deuxièmes journées sur l'a
oustique de Galbrun Ar
a
hon, 4-6 avril 2001.

� G. Cohen

� Gary Cohen a été invité à l'UNAM (Mexi
o) par Ri
ardo Weder du 11 au 16 février

2001 pour préparer la Conféren
e Waves'2002.

� Gary Cohen a été invité à l'Université du Delaware par Peter Monk du 19 au 28 février

2001.

� E�
ient mixed �nite elements for the elasti
s system. Day on Di�ra
tion, Annual

International Seminar, St.Petersburg, Russia, May 29-31, 2001.

� Conféren
e sur les éléments �nis d'ordre élevé pour les équations des ondes à l'Atelier

MELINA qui s'est tenu du 5 au 7 juin 2001 au Tron
het.

� G. Derveaux

� 2

nd

European Conferen
e on 
omputational me
hani
s (ECCM - 2001) Solids, Stru
-

tures and Coupled Problems in Engineering. Cra
ow, Poland, June 26-29, 2001.

� 1

er


ongrès national de mathématiques appliquées et industrielles, SMAI 2001. Pompa-

dour, Fran
e, 28 mai - 1

er

Juin 2001.

� S. Fauqueux

� A plane wave analysis of the a
ousti
s equation.

Day on Di�ra
tion, Annual International Seminar, St.Petersburg, Russia, May 29-31,

2001.

� 2D elasti
 modelling with e�
ient mixed �nite elements. 63

rd

EAGE, European As-

so
iation of Geos
ientists and Engineers, Amsterdam, The Netherlands, 11-15 June

2001.

� H. Haddar

� Ele
tromagneti
 Inverse Medium Problem, Inverse Problems Seminar, Mars 2001, Ma-

themati
al Departement, University of Delaware,

� Thin Layer Approximations for Ele
tromagneti
 Waves S
attering by Linear and Non-

linear Coatings, S
ienti�
 Computing. Seminar, Division of Applied Mathemati
s,

Brown University, Novembre 2001.

� Introdu
tory Workshop in Inverse Problems and Integral Geometry , MSRI, Berkeley,
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California, August 2001.

� J. Henry

� Sur des opérateurs de pré
onditionnement pour des problèmes aux limtes elliptiques

issus de la fa
torisation en 
ontinu du problème, Congrès SMAI 2001 Pompadour, 27

mai - 1 juin 2001.

� Sur la fa
torisation des problèmes aux limites elliptiques par plongement invariant

séminaires à l'université 
omplutense de Madrid en o
tobre, au laboratoire de mathé-

matiques appliquées de l'é
ole 
entrale en o
tobre, au laboratoire de mathématiques

appliquées de l'é
ole polyte
hnique en novembre et à l'institut Elie Cartan de Nan
y

en novembre 2001.

� P. Joly

� Méthodes de 
ou
hes absorbantes parfaitement adaptées. Séminaire à l'E
ole Centrale

de Lyon. Mai 2001.

� Modélisation par domaines �
tifs de 
onditions de 
onta
t unilatéral en élastodyna-

mique. Séminaire au Laboratoire de Modélisation en Mé
anique de l'Université Paris

VI. Mai 2001.

� A �
titious domain method for unilateral 
onta
t in elastodynami
s.First MIT Inter-

national Conferen
e in Computational Me
hani
s. Juin 2001. (
onféren
ier invité dans

le minisymposium � Domaines �
tifs �organisée par O. Pironneau)

� Modélisation de problèmes de 
ontr�le non destru
tif. Journées en l'honneur de Jean-

Claude Guillot. Université Paris-Nord. Juin 2001. (
onféren
ier invité)

� Conservative Spa
e-Time Mesh Re�nement Methods for Maxwell's equations. Numeri


Seminar, University Of Te
hnology odf Darmstadt. Dé
embre 2001.

� C. Poirier Parti
ipation à l'atelier MELINA, du 5 au 7 juin 2001 au Tron
het.

� J. E. Roberts

� Parti
ipation au Oberwolfa
h Meeting Mixed Finite Element Methods, Oberwolfa
h,

Allemagne. Fevrier 2001.

� Exposé au seminaire LAMSIN de l'ENIT Tunis, Tunisie. Mai, 2001.

� Parti
ipation à la 6ieme Conféren
e de SIAM sur Mathemati
al and Computational

Issues in the Geos
ien
es (GS01), Boulder, Colorado, Etats-Unis. Juin, 2001.

� Parti
ipation au Joint Summer Resear
h Conferen
e : Fluid Flow and Transport in

Porous Media : Mathemati
al and Numeri
al Treatment, de l'AMS de l'AMS, l'IMS

(Institute of Mathemati
al S
ien
es), et la SIAM, et présentation de Flow and transport

of 
ontaminants in a porous medium with faults, (
onféren
ière invitée), Mount Holyoke

College, South Hadley, Massa
husetts, Etats-Unis. Juin 2001.

� Invitation de deux semaines par le professeur Mary F. Wheeler au TICAM (Texas

Institute for Computational and Applied Mathemati
s), Université de Texas, Austin,

Texas, Etats-Unis. Juillet 2001.

� Invitation de deux jours par le professeur Yuri Kuzenetzov au Département de Mathe-

matiques, Université de Houston, Houston, Texas, Etat-Unis. Juillet 2001.

� Invitation de trois jours par le professeur Ri
hard E. Ewing au ISC (Institute for

S
ienti�
 Computation), Texas A&M Université, College Station, Texas, Etats-Unis.

Juillet 2001.

� Parti
ipation à la 3ieme Conféren
e ISSAC et présentation de Two models for �ow and
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transport of 
ontaminants in a porous medium with faults (
onféren
e invité dans le

minisymposium � Homogeneization, moving boundaries and porous media � organized

by A. Bourgeat et R. P. Gilbert) Berlin Allemangne. Aout 2001.

9.4 Réalisation de vidéos s
ienti�ques

� Auteur(s) s
ienti�que(s) :Joly, Patri
k / Rodriguez, Jeronimo

Ra�nement de maillage espa
e-temps pour les équations de Maxwell, réalisation : Paouri,

Arghyro, 2001, 5 mn10

� Auteur(s) s
ienti�que(s) : Bé
a
he, Éliane / Chaigne, Antoine / Derveaux, Grégoire /

Joly, Patri
k

Modélisation numérique de la guitare, réalisation : Paouri, Arghyro, 2001, 3 mn 56

� Auteur(s) s
ienti�que(s) : Fauqueux, Sandrine / Joly, Patri
k

Cou
hes P.M.L. en éle
tromagnétisme anisotrope, réalisation : Paouri, Arghyro, 2001, 1

mn

� Auteur(s) s
ienti�que(s) : Joly, Patri
k / S
arella, Gilles

Propagation d'ondes ave
 
ondition de 
onta
t unilatéral : simulation monodimension-

nelle, réalisation : Paouri, Arghyro, 2001, 5 mn 58
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