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2 Présentation et objetifs généraux

De nombreux domaines d'appliation demandent de savoir onstruire et traiter de manière

e�ae des objets géométriques. Citons, parmi beauoup d'autres, la robotique, l'informatique

graphique et la oneption assistée par ordinateur.

L'objetif général du projet Prisme onsiste à développer, dans le domaine de la géométrie,

une algorithmique e�etive. Nos reherhes portent en premier lieu sur les aspets ombinatoires

et algorithmiques, et se fondent sur des analyses réalistes. Cei nous a onduits à mener des

analyses en moyenne plut�t que dans le pire des as (randomisation), à prendre en ompte

des paramètres signi�atifs autres que la taille des entrées, notamment la taille du résultat

(algorithmes adaptatifs) et à dé�nir de nouveaux modèles de alul �dèles à l'arithmétique des

ordinateurs.

Nous abordons de manière systématique, depuis quelques années, les questions liées au al-

ul géométrique : robustesse, programmation et analyse expérimentale des algorithmes, onep-

tion et développement d'une bibliothèque d'algorithmes (Cgal). Ces reherhes devraient

largement failiter, à moyen terme, la di�usion et l'impat des tehniques de la géométrie

algorithmique et de nos résultats.

Le plaement et le déplaement de robots nous ont fourni un sujet d'études et d'appliations

depuis de nombreuses années. Nos domaines d'appliation et nos ollaborations industrielles se

sont également développés au delà de la robotique. Les suès les plus marquants onernent la

modélisation géométrique dans le domaine médial, en CAO et en géologie (ommerialisation

des logiiels Nuages et Nuages-p).

3 Fondements sienti�ques

3.1 Géométrie Algorithmique

Mots lés : algorithme randomisé, algorithme adaptatif, triangulation, diagramme de

Voronoï, triangulation de Delaunay, plani�ation de trajetoires.

Résumé : La géométrie algorithmique [4℄ a pour objet l'étude systématique des

algorithmes géométriques, de leur oneption et de leur analyse. C'est un domaine

relativement réent né autour des années 1975. Le projet Prisme s'intéresse aux

prinipales strutures géométriques : triangulations, arrangements et diagrammes

de Voronoï, étudie des tehniques algorithmiques générales et e�aes et herhe à

résoudre quelques problèmes lé, omme la plani�ation de trajetoires de robots et

la modélisation géométrique.
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3.1.1 Géométrie ombinatoire

Éluider la ombinatoire des objets géométriques est l'un des pré-requis indispensables à la

oneption d'algorithmes e�aes pour résoudre les problèmes de nature géométrique. L'un des

apports majeurs de la géométrie algorithmique est d'avoir mis en évidene le r�le entral joué

par un petit nombre de strutures fondamentales : polytopes, triangulations, arrangements et

diagrammes de Voronoï. Dans e domaine, les membres du projet Prisme ont notamment

étudié la omplexité des arrangements dans le plan, l'enveloppe onvexe d'un ensemble de

sphères en toutes dimensions ou enore di�érents diagrammes de Voronoï. Nous nous sommes

également intéressés à des problèmes ombinatoires liés à ertains problèmes d'optimisation

géométrique (perement et ouverture).

3.1.2 Tehniques algorithmiques

Glossaire :

Algorithmes randomisés Les algorithmes randomisés sont des algorithmes qui e�etuent

des hoix aléatoires au ours de leur déroulement

[MR95℄

.

Contrairement aux algorithmes probabilistes (dits de Monte Carlo) les algorithmes rando-

misés (enore appelés algorithmes de Las Vegas) fournissent la solution exate d'un problème

déterministe et ne font auune hypothèse statistique sur les données traitées. Seule leur om-

plexité dépend des hoix aléatoires e�etués et s'analyse en moyenne. En onférant aux situa-

tions défavorables un poids statistique négligeable, la randomisation onduit à des algorithmes

simples et e�aes, notamment en géométrie

[CS89℄

. La randomisation est aussi devenue une

méthode de preuve permettant d'établir ertains résultats ombinatoires. En�n, et e n'est pas

le moindre des paradoxes, la dérandomisation d'algorithmes randomisés permet, dans ertains

as, d'établir des algorithmes déterministes optimaux.

Le projet Prisme s'est plus partiulièrement spéialisé dans les algorithmes randomisés

inrémentaux et a développé la méthode du graphe d'in�uene [4, 3, 10℄. Le graphe d'in�uene

est une struture de données qui retrae l'histoire de la onstrution d'un objet. L'utilisation

d'une telle struture onduit à des algorithmes semi-dynamiques apables d'insérer en ligne

des données qui ne sont pas onnues au départ. Pour la plupart des problèmes fondamentaux,

on peut même obtenir un algorithme dynamique traitant non seulement les insertions mais

aussi les suppressions de données.

Une autre utilisation de tehniques randomisées a réemment été développée pour la re-

herhe de voisins dans des espaes de très grandes dimensions en algorithmique moléulaire.

Glossaire :

Algorithmes adaptatifs Algorithmes dont la omplexité est fontion de la valeur e�etive

de ertains paramètres signi�atifs (la taille de l'objet alulé, par exemple) et non de la valeur

de es paramètres dans le pire des as.

[MR95℄ R. Motwani, P. Raghavan, Randomized Algorithms, Cambridge University Press, New York, NY,

1995.

[CS89℄ K. L. Clarkson, P. W. Shor, � Appliations of random sampling in omputational geometry, II �,

Disrete Comput. Geom. 4, 1989, p. 387�421.
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Pour la plupart des problèmes géométriques, la taille du résultat est très variable, non

seulement en fontion du nombre de données traitées mais aussi en fontion du jeu de données

lui-même. Par exemple, l'enveloppe onvexe d'un ensemble de n points en dimension d est un

polytope dont le nombre de faes peut varier de (d+1)! (pour un (d+1)-simplexe) à 
(n

b

d+1

2



)

(pour un polytope maximal à n sommets) ; le nombre d'intersetions d'un ensemble de n

segments du plan peut varier de 0 à

n(n�1)

2

. Pour es exemples, il est don partiulièrement

intéressant de disposer d'algorithmes adaptatifs dont la omplexité dépend de la taille du

résultat. Dans d'autres problèmes, e sont d'autres paramètres qui peuvent jouer un r�le ruial.

La ontribution du projet Prisme dans e domaine onerne essentiellement les problèmes

d'enveloppes onvexes d'objets plans et de perement (ou, par dualité, de ouverture).

3.1.3 Triangulations et diagrammes de Voronoï

Glossaire :

Diagramme de Voronoï Soit S un ensemble de n sites de l'espae eulidien E

d

. Pour

haque site p de S, la ellule de Voronoï V (p) de p est l'ensemble des points de E

d

qui sont

plus prohes de p que de tous les autres sites de S. Le diagramme de Voronoï de S est la

déomposition de E

d

formée par les ellules de Voronoï des sites. Voir la �gure 1.

Triangulation de Delaunay Soit S un ensemble de n points de E

d

. La triangulation de

Delaunay de S est le dual géométrique du diagramme de Voronoï de S : deux points de S

sont reliés par une arête dans la triangulation de Delaunay si et seulement si leurs ellules sont

adjaentes dans le diagramme de Voronoï de S.

Fig. 1 � Diagramme de Voronoï (en traits pleins) et triangulation de Delaunay (en pointillés)

d'un ensemble de points de E

2

.

Les diagrammes de Voronoï sont des strutures très utiles, renontrées fréquemment ar

elles permettent de représenter des relations de distane entre objets et des phénomènes de

roissane : il n'est pas étonnant de les voir utilisés pour modéliser des ristaux ou les grandes

strutures de l'univers, et de les trouver souvent dans la nature, par exemple sur la arapae

d'une tortue ou sur le ou d'une girafe rétiulée. Les diagrammes de Voronoï sont aussi des

strutures de données permettant de résoudre de nombreux problèmes : reherhe de plus
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prohes voisins et plani�ation de mouvements notamment.

L'étude des diagrammes de Voronoï, de leurs propriétés mathématiques, de leur alul et

de leurs nombreuses variantes a été et reste un sujet d'importane majeure de la géométrie

algorithmique

[OBS92℄

. Les ontributions du projet Prisme portent sur les aspets ombinatoires

et algorithmiques, l'extension à di�érentes métriques non eulidiennes et l'appliation aux

problèmes de reonstrution de formes [5℄ (f. setion 4.2) et d'approximation de surfaes.

3.1.4 Plani�ation de trajetoires

Une tâhe fondamentale en robotique onsiste à plani�er des trajetoires sans ollision

dans un environnement enombré d'obstales. Ce problème est très di�ile puisque, même

dans sa version la plus simple où les ontraintes sur les déplaements du robot sont purement

géométriques, sa omplexité roît rapidement (de façon probablement exponentielle) ave le

nombre de degrés de liberté du robot.

Dans les vingt dernières années, e problème a susité des reherhes allant des mathé-

matiques (géométrie algébrique, ombinatoire, théorie de la omplexité), à la programmation

et l'implantation e�etive sur des robots en passant par la oneption et l'analyse d'algo-

rithmes performants. L'idée entrale de tous les algorithmes est néanmoins toujours la même :

onstruire une représentation de l'ensemble des on�gurations du robot pour lesquelles il n'y

a pas de ollision, e qu'on appelle l'espae libre du robot. On ramène ainsi le problème du

déplaement du robot dans l'espae où elui-i évolue au problème du déplaement d'un point

dans l'espae des on�gurations dont la dimension est en général élevée (six pour un manipu-

lateur à six degrés de liberté). Moyennant une struturation appropriée de et espae, on peut

alors onstruire un hemin qui orrespond à un déplaement sans ollision du robot.

Dans un premier temps, nous avons proposé des méthodes approhées générales qui ont

onduit au logiiel industriel At. Nous avons ensuite étudié les aspets ombinatoires et

algorithmiques de as partiuliers importants en pratique : robot mobile évoluant sur un sol

plan [1℄ ou sur un sol aidenté, robot à pattes. On peut obtenir dans es as partiuliers des

solutions analytiques exates et des algorithmes de alul e�aes.

Plus réemment, nous avons abordé la plani�ation de trajetoires de robots mobiles soumis

à des ontraintes inématiques : on parle dans e as de systèmes non holon�mes [2℄. La

grande di�érene de es systèmes par rapport aux systèmes holon�mes réside dans le fait que

tout hemin de l'espae libre n'est pas exéutable par le robot : 'est le problème du réneau

qui néessite de faire des man÷uvres si la voiture ne peut pas se déplaer en rabe. Nous

nous sommes plus partiulièrement intéressés au alul de trajetoires de ourbure bornée

orrespondant à une voiture dont le rayon de braquage est minoré. Le ontr�le optimal permet

de aratériser les plus ourts hemins de ourbure bornée en l'absene d'obstale. Il est alors

possible d'obtenir des algorithmes e�aes en présene d'obstales.

Ces travaux ont onduit à plusieurs appliations industrielles.

[OBS92℄ A. Okabe, B. Boots, K. Sugihara, Spatial Tessellations: Conepts and Appliations of Voronoi

Diagrams, John Wiley & Sons, Chihester, UK, 1992.
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3.2 Calul géométrique

Mots lés : robustesse, dégénéresene, arithmétique, �ltre, régularisation,

programmation des algorithmes géométriques, reherhe expérimentale.

Résumé : Le alul géométrique demande, au-delà de la oneption et de l'analyse

des algorithmes, de résoudre les questions déliates posées par leur programmation.

Il s'agit tout d'abord de savoir représenter et organiser les strutures géométriques

de façon ohérente et e�ae. Il s'agit également de garantir un alul �able, e

qui est partiulièrement déliat ave les objets géométriques dont la représentation

est à la fois symbolique et numérique.

[Hof89℄

Ces problèmes sont un des prinipaux

obstales à l'utilisation des résultats de la géométrie algorithmique.

[C

+

96℄

Nous dé-

taillons dans la première setion les problèmes posés par le alul géométrique, puis

nous dérivons un paradigme pour les résoudre. Finalement, nous présentons le pro-

jet Cgal, qui pose les fondements d'une bibliothèque d'algorithmes géométriques.

3.2.1 Robustesse et dégénéresenes

Les algorithmes sont généralement exprimés dans un modèle où haque nombre réel est

représentable de façon exate. En pratique, la représentation des nombres réels en mahine

pose de gros problèmes qui sont très vite observables. Le résultat des opérations arithmétiques

pouvant être tronqué, ertaines propriétés géométriques du plan eulidien ne sont pas véri-

�ées dans l'implantation. Par ailleurs, le traitement des as dégénérés, souvent ignorés dans

les artiles, est fastidieux, allonge onsidérablement les programmes et onstitue une soure

d'erreurs.

Plusieurs approhes ont été suivies pour tenter de résoudre es problèmes. Une méthode

de perturbation symbolique, qui permet de résoudre les as dégénérés, a été développée et

ra�née. Pour les algorithmes inrémentaux randomisés, nous avons montré omment perturber

la dé�nition du problème pour prendre en ompte les as dégénérés.

Pour e qui onerne les problèmes de stabilité numérique, une approhe prometteuse

onsiste à utiliser une arithmétique des prédiats exate (voir la prohaine setion). De fa-

çon omplémentaire, on peut herher à développer des algorithmes néessitant une préision

minimale. Le formalisme utilisé, basé sur la notion de degré d'un algorithme, permet d'analyser

les algorithmes et les problèmes en fontion de leur degré et de herher des ompromis entre

degré et omplexité.

[Hof89℄ C. M. Hoffmann, � The Problems of Auray and Robustness in Geometri Computation �, IEEE

Computer 22, 3, mars 1989, p. 31�41.

[C

+

96℄ B. Chazelle et al., � Appliation Challenges to Computational Geometry: CG Impat Task Fore

Report �, Tehnial Report n

o

TR-521-96, Prineton Univ., avril 1996.
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(a) (b)

(c)

?

début

1

2

4

3

Fig. 2 � Di�érents problèmes de robustesse :

(a) Une méthode ouramment utilisée pour loaliser un point dans un polygone onsiste à

ompter la parité du nombre d'intersetions d'un rayon allant à l'in�ni. Ii, e rayon passe par

un sommet. Si les segments sont fermés, on ompte deux intersetions, auune si les segments

sont ouverts ; dans les deux as, le point est plaé inorretement à l'extérieur du polygone.

(b) Une méthode ouramment employée pour onstruire l'intersetion de deux polygones onsiste

à parourir, à partir d'un sommet, la frontière de haun des polygones alternativement jusqu'au

point de départ. Ii, on peut arranger les segments de façon à e que la deuxième intersetion

ne soit pas détetée par un alul en virgule �ottante ; l'algorithme fournit alors une solution

erronée.

() L'algorithme de Bentley-Ottmann, l'un des plus utilisés en géométrie algorithmique, alule

les intersetions d'un ensemble de segments en balayant le plan et en s'arrêtant quand la droite

passe par un sommet ou une intersetion. Ii, on peut disposer les segments de façon à e qu'un

alul �ottant traite les événements dans le mauvais ordre. Si l'intersetion entre 1 et 2 est

onsidérée à gauhe de l'extrémité de 3, alors l'intersetion entre 1 et 3 n'est pas détetée.
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3.2.2 Arithmétique et �ltres

Les prédiats onstituent l'interfae entre les parties numérique et ombinatoire des algo-

rithmes géométriques. Le alul exat de prédiats

[YD95℄

garantit don la stabilité numérique

des algorithmes géométriques et permet à l'implantation de véri�er et d'utiliser les résultats

du plan eulidien, plut�t que du plan des nombres �ottants (qui en est une disrétisation).

Une arithmétique exate des prédiats ne néessite pas néessairement le reours à des types

arithmétiques exats. On peut, par exemple, montrer que ertains prédiats omme le signe

des déterminants peuvent s'évaluer en simple préision de manière �able et e�ae [6℄.

Une autre méthode onsiste à utiliser des types arithmétiques exats disponibles dans des

bibliothèques telles que GMP ou Leda. Pour rester e�ae, il faut avoir reours à des �ltres qui

permettent d'améliorer progressivement le résultat �ottant jusqu'à atteindre la �abilité requise

[FvW96℄

. En moyenne, dans la grande majorité des as, le alul �ottant su�t pour onlure et

l'arithmétique exate n'est que rarement invoquée. Globalement, la perte de performane est

minime.

Nous avons produit, automatisé et intégré dans la bibliothèque Cgal des outils de �l-

trage [9℄. Le but reherhé est de libérer le programmeur de es onsidérations de robustesse

en lui prourant des prédiats exats à oût très abordable. Des études préliminaires sur des

algorithmes lassiques ont montré que e but est réaliste.

3.2.3 Régularisation

Si le alul des prédiats est exat, l'algorithme retourne un résultat ombinatoire orret

(arte planaire, diagramme de Voronoï, et). Reste le problème d'arrondir les oordonnées des

objets géométriques sous une forme représentable en mahine. Le alul �ottant ne garantit

pas que la struture arrondie véri�e des propriétés omme la planarité ou la onvexité. Bien

que ela n'a�ete pas le déroulement de l'algorithme lui même, ela peut avoir des inidenes

sur les algorithmes qui utilisent ensuite e résultat. Des méthodes ont été étudiées pour ré-

gulariser ertaines onstrutions. Elles supposent toutes de savoir arrondir les onstrutions

géométriques sur une grille.

Nous avons développé une méthode permettant d'arrondir orretement des onstrutions

géométriques à un point entier le plus prohe. Des outils d'automatisation pour la bibliothèque

Cgal sont en ours d'étude. Il faudra aussi évaluer le oût de ette approhe. Il reste sur e

sujet beauoup de reherhes à e�etuer, en partiulier pour des strutures plus omplexes

omme les diagrammes de Voronoï de segments ou les arrangements tridimensionnels.

3.2.4 La bibliothèque gal

Comme on l'a vu, la programmation des algorithmes géométriques pose des problèmes

di�iles qui ne relèvent pas seulement de l'ingénierie logiielle. Ces problèmes se posent à

[YD95℄ C. K. Yap, T. Dubé, � The exat omputation paradigm �, in : Computing in Eulidean Geometry,

D.-Z. Du et F. K. Hwang (éditeurs), édition 2nd, Leture Notes Series on Computing, 1, World

Sienti� Press, Singapore, 1995, p. 452�492.

[FvW96℄ S. Fortune, C. J. van Wyk, � Stati Analysis Yields E�ient Exat Integer Arithmeti for

Computational Geometry �, ACM Trans. Graph. 15, 3, juillet 1996, p. 223�248.
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tous eux qui utilisent des algorithmes géométriques et il n'existe pas atuellement de solu-

tion simple. C'est pourquoi une bibliothèque d'algorithmes géométriques, baptisée Cgal est

développée en ollaboration ave d'autres équipes européennes dans le adre de projets eu-

ropéens Esprit : Freie Universität Berlin (Allemagne), Universität Halle (Allemagne), RISC

Linz (Autrihe), Max-Plank-Institüt Saarbruken (Allemagne), Tel Aviv University (Israël),

Universiteit Utreht (Pays-Bas), et ETH Zürih (Suisse).

Cette bibliothèque est érite en C++ et veut permettre une programmation faile, �able

et e�ae d'appliations néessitant la mise en ÷uvre d'algorithmes géométriques (voir aussi

5.1). La génériité est une des aratéristiques de ette bibliothèque. Les algorithmes peuvent

utiliser di�érents types de données dès lors que ertaines méthodes sont dé�nies e qui rend

le ode largement réutilisable. Cette approhe ontraste ave elle des � perles � utilisées

par exemple en infographie qui doivent être adaptées à haque nouveau besoin. La génériité

doit aussi permettre de omparer les aratéristiques de di�érents algorithmes dans un même

ontexte et de onduire des reherhes expérimentales.

4 Domaines d'appliations

4.1 Panorama

Mots lés : ingénierie inverse, CAO, médial, géologie, satellite, plaement, déoupe,

himie, moléule.

Une page dérivant des appliations : http:// www.is.ui.edu/~eppstein/geom.html

La géométrie algorithmique trouve des appliations dans tous les domaines où l'on doit a-

quérir, modéliser, manipuler ou transformer des données géométriques en quantité importante.

Jusqu'à présent nous avons surtout abordé des appliations en reonstrution de formes,

en robotique et en modélisation moléulaire mais nos travaux peuvent trouver des appliations

dans d'autres domaines tels que la oneption assistée par ordinateur, la synthèse d'image ou

les systèmes d'information géographique.

4.2 Reonstrution de formes

Mots lés : modélisation géométrique, reonstrution de formes, imagerie médiale,

géologie.

Résumé : Reonstruire la forme d'un objet tridimensionnel [5℄ à partir d'un er-

tain nombre de mesures e�etuées sur et objet est une opération de base dans de

nombreux domaines appliatifs. Le projet Prisme s'est plus partiulièrement inté-

ressé aux problèmes de reonstrution tels qu'ils se posent dans les domaines de

l'imagerie médiale et de la géologie. Dans es deux domaines, des solutions origi-

nales, largement basées sur les onepts de diagrammes de Voronoï et triangulations

de Delaunay, ont été proposées.
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4.2.1 Imagerie médiale

Dans le domaine médial, les données proviennent généralement d'un système d'imagerie

omme la RMN qui permet d'aquérir plusieurs oupes parallèles de la région onernée. La pre-

mière opération onsiste alors à extraire de haque oupe (de façon manuelle ou en utilisant un

proédé automatique d'analyse d'image) un ensemble de ontours polygonaux approximant les

setions de l'organe à reonstruire. Le proédé de reonstrution onsidère alors suessivement

haque paire de oupes onséutives et reonstruit, à l'aide de la triangulation de Delaunay,

la tranhe d'organe omprise entre es deux oupes. On obtient ainsi une représentation volu-

mique de l'objet, une triangulation tridimensionnelle, qui peut se prêter à divers traitements

ultérieurs ; visualisation, simulation d'intervention ou plani�ation de trajetoire pour guider

une endosopie (�gure 3). Ces travaux [8℄ ont onduit au logiiel Nuages ommerialisé par

plusieurs soiétés (voir 5.4).

Fig. 3 � Simulation d'endosopie.

4.2.2 Géologie

Parvenir à une bonne onnaissane du sous-sol d'une région est un enjeu majeur dans l'ex-

ploitation des ressoures minières, le génie ivil ou la protetion de l'environnement. Pour y

parvenir le géologue dispose de plusieurs soures d'informations : sondages, études sismiques

et relevés topographiques qui onstituent généralement un ensemble de données hétérogènes,

éparses et impréises. Le projet Prisme développe atuellement une méthode de reonstrution

automatique de formations géologiques. Cette méthode se distingue des approhes plus tra-

ditionnelles d'interpolation de surfaes et onstruit diretement une représentation volumique

des formations. Entre autres avantages, ette approhe permet de segmenter automatiquement

les données et de s'a�ranhir dans une large mesure des problèmes d'instabilité numérique

(�gure 4, voir 5.6).
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Fig. 4 � Reonstrution du sous-sol de Morges (Alpes).

4.3 Algorithmique moléulaire

Mots lés : moléule, himie, doking.

L'émergene de méthodes algorithmiques en biologie moléulaire remonte sans doute aux

années 80, mais le proessus s'est aéléré depuis environ inq ans omme en témoignent

l'apparition de journaux et onférenes spéi�ques, ainsi que la publiation d'artiles relatifs

au sujet dans les forums traditionnels omme le symposium ACM de géométrie algorithmique

ou Algorithmia.

L'objetif de es reherhes est de trouver des médiaments plus e�aes, moins noifs,

et plus failes à extraire ou à synthétiser. L'enjeu est don onsidérable et e d'autant plus

que des méthodes telle que la synthèse ombinatoire donnent aès à une diversité moléulaire

gigantesque.

Parmi les problèmes algorithmiques bien identi�és, �gurent l'étude des surfaes moléu-

laires (�gure 5), l'investigation des onformations moléulaires stables, le doking ou étude

de la omplémentarité ligand-réepteur, ainsi que le lustering de grandes bases de données

moléulaires. Dans le adre d'une ollaboration ave Sano� Reherhe, nous avons fait une

ontribution à e dernier problème.

4.4 Plaement de formes

Mots lés : plaement géométrique, déoupe industrielle, aménagement de satellites.

Résumé : Le plaement de formes rigides ou artiulées est un hamp d'appliation

privilégié de la géométrie algorithmique. Il s'agit de savoir si un objet donné peut

être plaé parmi une olletion d'objets. Nous avons plus partiulièrement étudié

deux appliations d'origine industrielle : la déoupe et l'aménagement de satellites.

4.4.1 Déoupe

Il s'agit de déouper sur un support plan (peau, t�le, tissu, et) des formes géométriques

données, souvent polygonales. Deux objetifs sont poursuivis : rapidité du plaement des formes
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Fig. 5 � (a) Modèle moléulaire (b) Surfae moléulaire

sur le support et minimisation des hutes.

Nous avons résolu les problèmes de plaement et de déplaement dans le as d'un polygone

(resp. polyèdre) en translation dans un univers polygonal (resp. polyédrique) en proposant des

algorithmes de omplexité quasi-optimale. Ces algorithmes permettent de aluler un plae-

ment s'il en existe un, mais également l'ensemble des positions admissibles de l'objet à plaer.

Le plaement simultané de deux polygones en translation dans un environnement polygonal,

et de trois polygones dans un parallélogramme, a également été résolu. Le alul de l'espae

admissible pour un polygone en translation et rotation peut aussi être e�etué ave une om-

plexité presque optimale.

Ces algorithmes permettent d'exhiber rapidement une solution au problème de déoupe,

en plaçant l'une après l'autre les di�érentes formes sur le support. Ils sont à la base du logiiel

piaf (voir 5.8).

4.4.2 Aménagement de satellites

L'aménagement d'un satellite onsiste à positionner les équipements spéi�és par un shéma

logique sur une plate-forme, en prenant en ompte des ontraintes physiques imposées par l'en-

vironnement (par exemple la protetion ontre les rayons solaires) et par les équipements entre

eux (par exemple l'interférene életromagnétique et le respet du hamp de vue d'un ins-

trument d'observation). L'aménagement spatial d'un satellite s'insrit dans un proessus de

oneption omplexe qui dure en général plusieurs mois et néessite de nombreux allers-retours

entre bureau d'études et équipes spéialisées en életro-magnétisme, thermique et méanique.

L'objetif de notre travail est de démontrer, en développant un prototype, qu'il est possible

d'aélérer onsidérablement la phase de oneption en assistant, voire en automatisant, l'amé-

nagement ave des méthodes issues de la géométrie algorithmique. Un résultat est présenté sur

la �gure 6.
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Fig. 6 � A droite : espae admissible pour l'instrument grisé.

5 Logiiels

5.1 Bibliothèque d'algorithmes géométriques Cgal

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat, Hervé Brönnimann, Frédéri Cazals, Frank Da,

Olivier Devillers, Andreas Fabri, Sylvain Pion, François Rebufat, Monique Teillaud, Mariette

Yvine [orrespondante℄.

Voir aussi les paragraphes 3.2.4, 6.1, 7.2.

Le site du projet : http:// www.gal.org/ .

Cgal est une bibliothèque de programmes géométriques developpée dans le adre de deux

projets Européen suessifs (projet ESPRIT IV LTR CGAL déembre 97 - juin 98, projet

ESPRIT IV LTR GALIA novembre 99- aout 00) par un onsortium formé de huit équipes de

reherhes des organismes suivants : Universiteit Utreht, Max-Plank-Institüt, INRIA Sophia

Antipolis, ETH Zürih, Tel Aviv University, Freie Universität Berlin, Universität Halle, RISC

Linz. Cgal a pour but de rendre aessibles au monde industriel et aux domaines appliatifs

les solutions que propose la géométrie algorithmique.

La bibliothèque Cgal omprend un noyau, une bibliothèque de base et un ertain nombre

de modules support. Le noyau est formé de lasses C++ qui représentent les objets géomé-

triques élémentaires (points, veteurs, diretions, droites, rayons, plans, simplexes, boîtes iso-

thétiques) ainsi que des transformations a�nes et un ertain nombre de prédiats et onstru-

tions géométriques sur es objets. Atuellement, es lasses existent en dimension 2 et 3 ; à

terme elles seront disponibles en toutes dimensions. Par le méanisme des lasses génériques,

haque lasse peut être instaniée selon plusieurs modes de représentation : on peut hoisir

entre oordonnées artésiennes ou homogènes, ainsi qu'entre di�érentes arithmétiques.

La bibliothèque de base propose un ertain nombre de strutures de données géométriques

ainsi que des algorithmes. Les strutures de données omprennent polygones, polyèdres, trian-

gulations, artes planaires, arrangements et diverses strutures de reherhe (arbre de segments,

arbres k-dimensionnels, et.). Des algorithmes sont disponibles pour aluler des enveloppes

onvexes et résoudre des problèmes d'optimisation (linéaires, quadratiques, de type linéaires gé-

néralisés). Par le biais des lasses et des fontions génériques, es algorithmes peuvent s'utiliser
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soit ave les objets du noyau, soit ave des lasses géométriques propres à l'utilisateur pourvu

que elles-i satisfassent un ensemble de requêtes spéi�ées par une lasse d'implantation.

En�n, une bibliothèque support permet de générer des objets aléatoires, et d'interfaer

Cgal ave plusieurs outils de visualisation (Fihier asii, Leda windows, OpenGl, Open In-

ventor, Tl/Tk, PostSript).

Cgal ompte atuellement environ 500 000 lignes de ode et supporte les plateformes

suivantes : Mips Pro (CC, g++) , SUNOS(GNU C++, KAI C++), Linux((GNU C++), Win-

dowsNT(Visual C++, Borland C++). La version 2.3 de Cgal est disponible sur le web depuis

août 2001.

5.2 Évaluation exate d'expressions numériques

Partiipants : Hervé Brönnimann, Olivier Devillers, Sylvain Pion [orrespondant℄,

Mariette Yvine.

http:// www-sop.inria.fr/prisme/logiiel/ .

L'un des points ruiaux en géométrie, onernant la vitesse autant que la robustesse, est

le alul des prédiats, tels les signes de déterminants.

Pour e faire, une bibliothèque d'arithmétique d'intervalles permet d'aélérer les aluls,

tout en véri�ant leur exatitude : 'est un �ltre arithmétique. La bibliothèque proposée ii est

plus adaptée aux besoins des prédiats que d'autres bibliothèques disponibles, ar elle permet

de s'a�ranhir des hangements répétitifs de modes d'arrondis, et est don plus rapide.

En omplément, pour e�etuer les aluls exats en as d'éhe d'un �ltre, on peut utiliser

la bibliothèque d'arithmétique modulaire, qui permet de aluler en partiulier les signes de

déterminants et d'expressions polyn�miales plus générales, qui interviennent dans la quasi-

totalité des algorithmes géométriques.

Nous proposons également des méthodes plus spéi�ques pour le alul de déterminants de

petites dimensions sur des entiers.

5.3 Hiérarhie de Delaunay

Partiipant : Olivier Devillers [orrespondant℄.

Versions de démonstrations disponibles,

http:// www-sop.inria.fr/prisme/logiiel/del-hierarhy/fr. html

Nous proposons une nouvelle struture de données pour le alul de la triangulation de

Delaunay de points du plan permettant de ombiner simultanément une bonne omplexité

théorique dans le as le pire, un très bon omportement pratique et une oupation mémoire

réduite. Cette struture permet également une mise à jour dynamique (insertions et suppres-

sions).

Ce programme peut aluler la triangulation de 500 000 points aléatoires dans le plan en

22 seondes et de 150 000 points sur la surfae d'un objet tridimensionnel en 40 seondes (sur

SUN Ultra10) [7℄.
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5.4 Reonstrution à partir de oupes.

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat [orrespondant℄, Bernhard Geiger.

http:// www-sop.inria.fr/prisme/logiiel/nuages.html

Nuages, logiiel de reonstrution 3D à partir de setions 2D (voir 4.2.1) développé par

Bernhard Geiger, est utilisé notamment pour l'imagerie médiale, la mirosopie életronique

et la reonstrution de surfae. Il est ommerialisé par Noesis, Cril, Siemens, Leibinger. Le

ode soure est désormais disponible gratuitement pour une usage non ommerial. Plusieurs

publiations dans des domaines appliqués dérivent des résultats obtenus ave Nuages [8℄.

5.5 Reonstrution de surfae à partir de points 3D non struturés

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat, Frédéri Cazals [orrespondant℄, Olivier

Devillers.

Il s'agit du logiiel de reonstrution de surfae baptiséNuages-p pour Nuages-PointCloud.

Ce logiiel a été intégré à CATIA, logiiel de CAO édité et ommerialisé par Dassault

Systèmes.

5.6 Modeleur géométrique pour la géologie

Partiipant : Jean-Daniel Boissonnat [orrespondant℄.

http:// www-sop.inria.fr/prisme/fihes/Geologie/

Geo3D (voir 4.2.2) permet de onstruire automatiquement un modèle volumique à partir

de données hétérogènes et irrégulières. Ce logiiel est développé dans le adre du programme

national Géofrane3D de artographie du sous-sol de la Frane. Une première version est

utilisée au Brgm. Ce travail est le résultat de la thèse de Stéphane Nullans.

5.7 Aménagement de satellites

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat, Eelo de Lange, Monique Teillaud

[orrespondante℄.

http:// www-sop.inria.fr/prisme/fihes/Satellite/

Le logiiel Géotools pour l'aménagement d'un satellite permet le plaement itératif d'ins-

truments (antennes et autres équipements) sur une plate-forme plane. Le logiiel a été onçu

dans le adre de notre ollaboration ave Matra Maroni Spae.

5.8 Plaement et déplaement

Partiipant : Jean-Daniel Boissonnat [orrespondant℄.

Bernard Faverjon et le projet Prisme sont à l'origine du logiiel At permettant la plani-

�ation de trajetoires pour des robots manipulateurs. Ce logiiel est ommerialisé par Alma.

Franis Avnaim a développé un logiiel de plaement de formes pour la déoupe de pièes

bidimensionnelle (tissus, métal, uir...). Ce logiiel est ommerialisé par la soiété Nakahe.
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6 Résultats nouveaux

6.1 Cgal

Mots lés : géométrie algorithmique, degré algébrique des algorithmes, triangulation,

triangulation de Delaunay, reonstrution de formes, alpha-formes.

Voir aussi les paragraphes 3.2.4, 5.1, 7.2.

Le site du projet : http://www.gal.org

Résumé : Le développement de la bibliothèque de programmes géométriques Cgal

(Computational Geometry Algorithms Library) s'est poursuivi. La version 2.3 [38℄

de CGAL, sortie en août 2001, o�re de substanielles amélorations, notamment

un nouveau noyau �ltré et une interfae uni�ée entre les di�érents modules de

bases et les noyaux. Au sein du onsortium européen qui développe Cgal, le projet

Prisme est plus partiulièrement hargé du noyau artésien, de ertains modules

arithmétiques et des modules de triangulations.

6.1.1 Noyau

Partiipant : Sylvain Pion.

En e qui onerne les noyaux géométriques fournis dans Cgal, nous nous sommes plus

partiulièrement penhés sur la réalisation de noyaux �ltrés : quand les noyaux existants four-

nissent soit du ode rapide mais non robuste, soit du ode robuste mais lent, les noyaux �ltrés

tentent de fournir une solution ayant les deux avantages. L'idée générale onsiste à utiliser des

�ltres, 'est-à-dire qu'un alul approhé, mais rapide, est utilisé tant que possible avant d'avoir

reours à une solution exate lassique et plus lente. Nous avons ainsi développé une lasse

Filtered_kernel qui permet de failement réer des prédiats robustes et e�aes, qui sont

dorénavant disponibles pour l'ensemble des algorithmes géométriques de Cgal. Nous avons

également développé des prédiats spéialisés pour ertains algorithmes omme les triangula-

tions de Delaunay, qui permettent de gagner environ un fateur 3 sur les meilleures méthodes

préédemment disponibles dans Cgal.

D'autre part, nous avons travaillé sur la généralisation et l'adaptabilité des noyaux de

Cgal, et fourni des méthodes permettant de les étendre failement, pour mieux les adapter

aux besoins des utilisateurs [22, 35℄.

6.1.2 Triangulations

Partiipants : Andreas Fabri, Sylvain Pion, Monique Teillaud, Mariette Yvine.

Les triangulations ontraintes bidimensionnelles de Cgal permettent maintenant un trai-

tement robuste et e�ae des intersetions entre ontraintes en utilisant des prédiats exats

et des onstrutions approhées.

En dimension 3, l'e�ort a été onentré sur les temps de alul. De très bonnes performanes

ont été obtenues grâe à
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� une nouvelle lasse qui implante une struture de données hiérarhique permettant la

onstrution rapide d'une triangulation de Delaunay [7℄ en améliorant la phase de loa-

lisation d'un point,

� l'amélioration de la loalisation par marhe dans une triangulation (Setion 6.2.1),

� une optimisation générale du ode existant.

Par ailleurs, des résultats nouveaux onernant la suppression d'un sommet dans une tri-

angulation de Delaunay 3D (Setion 6.3.1) ont permis de rendre le ode orrespondant om-

plètement robuste.

6.1.3 Coordonnées naturelles

Partiipants : Raphaëlle Chaine, Frank Da.

Grâe à une mesure des relations de proximité, le onept de oordonnées et de voisins

naturels permet de loaliser une position de l'espae relativement à un ensemble �ni de points.

Les oordonnées naturelles trouvent une appliation direte dans tous les problèmes d'inter-

polation. En partiulier, les travaux dérits dans les setions 6.4.1 et 6.4.3 exploitent es oor-

données pour apporter une réponse e�ae au problème de la reonstrution de surfaes. Ave

l'implantation des oordonnées de Laplae et de Sibson, CGAL o�re désormais des primitives

de alul des voisins et des oordonnées naturelles en 2D et 3D.

6.2 Calul géométrique

Mots lés : robustesse, perturbation, dégénéresene, véri�ation, balayage, enveloppe

onvexe.

6.2.1 Stratégies de marhe dans une triangulation

Partiipants : Olivier Devillers, Sylvain Pion, Monique Teillaud.

Étant donné une triangulation dans le plan ou une tétraédrisation dans l'espae, il est

fréquent de herher à loaliser un point dans ette triangulation par marhe, 'est-à-dire en se

promenant de simplexe en simplexe en utilisant les relations de voisinage dans la triangulation.

Il existe plusieurs stratégies de marhe, notament : la marhe retiligne où l'on parourt

les simplexes le long d'une droite, la marhe par visibilité où l'on passe d'un simplexe à un de

ses voisins en hoisissant une diretion dans laquelle on voit l'objetif.

Nous étudions [21℄ l'e�aité pratique et théorique de plusieurs stratégies de loalisation

par marhe aussi bien dans le as la triangulation de Delaunay que pour une triangulation

quelonque.

La stratégie donnant les meilleurs résultats a été implantée dans Cgal (Setion 6.1.2).

6.2.2 Construtions géométriques à préision �xée

Partiipants : Olivier Devillers, Philippe Guigue.

La solution émergeante aux problèmes de robustesse en géométrie algorithmique est basée
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sur le paradigme du alul géométrique exat

[YD95℄

. Cette approhe donne de remarquables

résultats si les données ont une représentation de taille �xée. Cependant, les données de ertains

algorithmes ne sont pas toujours disponibles sous ette forme, surtout s'il s'agit de résultats

d'autres algorithmes. Ainsi, il faut être apable de dé�nir une représentation à préision �xée

de ertaines onstrutions géométriques a�n de pouvoir utiliser es nouveaux objets en entrée

d'autres programmes.

Nous proposons des méthodes pour le alul e�ae de l'arrondi de onstrutions géo-

métrique élémentaires telles que le point d'intersetion de segments de droite, le entre du

erle ironsrit à un triangle et le entre de la sphère ironsrite à un tétraèdre. Notre ap-

prohe onsiste à onstruire un résultat approhé et à assurer par des tehniques de �ltrages

numériques que elui-i est onforme aux spéi�ations d'arrondi.

Par la spéi�ation préise du résultat de e type de onstrutions arrondies, nous permet-

tons la oneption de nouveaux algorithmes ainsi que la preuve de leur validité.

6.3 Triangulations et maillages

Mots lés : géométrie algorithmique, triangulation, triangulation de Delaunay,

diagramme de Voronoï, randomisation, maillage.

6.3.1 Suppression d'un sommet dans une triangulation de Delaunay 3D

Partiipants : Olivier Devillers, Monique Teillaud.

Si la suppression d'un sommet dans une triangulation du plan ne pose pas de problème

partiulier, il n'en est pas de même dans l'espae. Il est parfois impossible de retrianguler le

trou formé par la suppression d'un sommet dans une triangulation quelonque. En e�et, il

existe des polyèdres dont l'intérieur n'est pas triangulable, 'est le as par exemple du fameux

polyèdre de Shönhardt.

Cette impossibilité n'est pas présente dans une triangulation de Delaunay ; ependant, dans

ertains as dégénérés, ette triangulation n'étant pas uniquement dé�nie, la retriangulation

du trou polyédrique doit être hoisie soigneusement a�n d'être ompatible ave la triangulation

extérieure au trou. Nous montrons que l'utilisation de perturbations symboliques permet de

résoudre toutes les ambiguités ausées par les as dégénérés.

La solution proposée a été implantée dans la dernière release publique de Cgal (Se-

tion 6.1.2).

6.3.2 Couper Delaunay en quatre

Partiipants : Olivier Devillers, Monique Teillaud.

Ce travail est e�etué en partie en ollaboration ave Ferran Hurtado, Meré Mora et Vera Saristán

(U. Politènia de Catalunya) et Bernard Chazelle (Prineton).

[YD95℄ C. K. Yap, T. Dubé, � The exat omputation paradigm �, in : Computing in Eulidean Geometry,

D.-Z. Du et F. K. Hwang (éditeurs), édition 2nd, Leture Notes Series on Computing, 1, World

Sienti� Press, Singapore, 1995, p. 452�492.
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Nous avons poursuivi notre ollaboration ave l'équipe Ferran Hurtado à l'université poly-

tehnique de Barelone sur la randomisation (voir 3.1.2).

Caluler la triangulation de Delaunay de n points du plan néessite en général au mi-

nimum 
(n logn) opérations, mais dans ertains as partiuliers où l'on a une information

omplémentaire, on peut onevoir des algorithmes plus rapides.

Étant donné deux ensembles de points, nous montrons [17℄ que si la triangulation de De-

launay de l'union de es deux ensembles de points est onnue, alors il est possible de aluler

la triangulation de haun des deux ensembles par un algorithme randomisé de omplexité

linéaire.

6.3.3 Constrution de triangulations de Delaunay onformes

Partiipants : David Cohen-Steiner, Mariette Yvine.

Ce travail est e�etué en ollaboration ave Éri Colin de Verdière, (Laboratoire d'Informatique de

l'Éole Normale Supérieure)

On donne un ensemble de polygones et d'arêtes plongées dans R

3

que l'on appelle ontraintes.

Conformer es ontraintes onsiste à onstruire un ensemble de points E tel que haque

ontrainte puisse s'érire omme l'union de simplexes de la triangulation de Delaunay de E. De

telles triangulations fournissent des maillages volumiques de qualité, respetant de surroît des

surfaes hoisies par l'utilisateur. Les appliations inluent la résolution numérique d'équations

aux dérivées partielles, ou enore la simulation d'opérations hirurgiales. La prinipale di�-

ulté dans la onstrution de telles triangulations provient de la présene éventuelle de petits

angles entre ontraintes adjaentes. Si une solution simple est onnue dans le as bidimension-

nel, auun algorithme utilisable en pratique n'existait en trois dimensions. Nous proposons [28℄

le premier algorithme apable de traiter tous les as en trois dimensions ave une omplexité

raisonnable en pratique, notamment en terme du nombre de points onstruits.

6.3.4 Triangulations régulières et maillages orthogonaux ontraints

Partiipants : Sophie Balaven, Jean Daniel Boissonnat, Mariette Yvine.

Un maillage orthogonal est un maillage à ellules onvexes dont le dual admet un plon-

gement tel que toute fae soit orthogonale à sa fae duale. Les maillages orthogonaux sont

partiulièrement utiles en méanique des �uides, notament pour la simulation numérique de

réservoirs pétroliers ar ils permettent d'estimer rapidement les �ux. Tout maillage orthogonal

est un diagramme de puissane. La génération de maillage de transition pour l'étude des réser-

voirs pétroliers revient à onstruire un diagramme de puissane respetant un ensemble de faes

de ontraintes. Nous avons montré [11℄ que, si les faes de ontraintes forment un omplexe

simpliial de dimension d� 1 il est possible de onstruire un diagramme de puissane respe-

tant es ontraintes à partir d'une triangulation régulière respetant es mêmes ontraintes.

La génération d'une telle triangulation se ramène a un problème de programmation linéaire.
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6.3.5 Complexité de la triangulation de Delaunay de points distribués sur des

surfaes polyédriques

Partiipant : Jean Daniel Boissonnat.

Travail mené en ollaboration ave Dominique Attali de l'IMAG.

La omplexité de la triangulation de Delaunay de n points de R

d

, 'est-à-dire le nombre

de ses faes, peut être 
(n

d

d

2

e

). En partiulier, dans R

3

, le nombre de tétraèdres peut être

quadratique. En revanhe, si les points sont uniformément distribués dans un ube ou une

boule, la omplexité moyenne de la triangulation de Delaunay est linéaire. Le as de points

répartis sur une surfae est d'un grand intérêt ar la plupart des méthodes de reonstrution

de surfaes utilisent la triangulation de Delaunay des points qui éhantillonnent la surfae.

Dans e travail [24℄, nous bornons la omplexité de la triangulation de Delaunay de points

distribués sur le bord d'un polyèdre. Sous une hypothèse d'éhantillonnage uniforme assez

faible, nous majorons asymptotiquement la omplexité de la triangulation de Delaunay tri-

dimensionnelle quand la densité de l'éhantillon augmente. Plus préisément, nous montrons

que la omplexité est O(n

1:8

) pour des surfaes polyédriques générales et O(n

p

n) dans le as

onvexe.

Notre preuve utilise un résultat géométrique intéressant en lui-même qui établit que le

squelette d'une surfae est bien approximé par un sous-ensemble des sommets de Voronoï

du diagramme de Voronoï d'un éhantillon de points sur la surfae. La preuve s'étend sans

di�ulté aux dimensions supérieures, onduisant aux premières bornes non triviales pour le

problème quand d > 3.

6.4 Reonstrution de surfaes

Mots lés : reonstrution, approximation, triangulation, triangulation de Delaunay,

maillage.

6.4.1 Reonstrution inrémentale

Partiipants : Jean Daniel Boissonnat, Frédéri Cazals.

La méthode de reonstrution Boissonnat-Cazals dé�nissant la surfae reonstruite omme

le niveau zéro d'une fontion impliite (basée sur le diagramme de Voronoï) a été étendue aux

très gros nuages de points. Plus préisément, étant donné un nuage de points et un nombre réel

stritement positif ", nous proposons un algorithme de reonstrution retournant une surfae

triangulée, utilisant un sous-ensemble des points donnés en entrée, et telle que les points non

utilisés sont à une distane d'au plus " de la surfae reonstruite. L'intérêt de la méthode est

de proéder de façon inrémentale, i.e. par adjontion de points, plut�t que par déimation

d'un modèle reonstruit ave l'intégralité des données.
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6.4.2 Reonstrution gloutonne

Partiipants : David Cohen-Steiner, Frank Da.

Un nouvel algorithme de reonstrution de surfaes, basé sur la triangulation de Delaunay,

a été onçu et implémenté [27℄. L'approhe retenue est la roissane de zone : des faettes sont

suessivement adjointes à une faette germe bien hoisie, tout en garantissant qu'à haque

itération on dispose d'une surfae triangulée sans singularité. L'intérêt de ette approhe est

non seulement de ontr�ler -partiellement- la topologie de la reonstrution, mais également

son temps de alul, et de permettre de traiter des nuages de près d'un million de points.

Son inonvénient est qu'une erreur est di�ilement rattrapable, omme pour tout algorithme

glouton. Cependant, les ritères de séletion de faettes que nous avons retenus nous per-

mettent d'obtenir de très bons résultats en pratique. Nous essayons atuellement de démontrer

que la surfae reonstruite est homéomorphe à la surfae initiale moyennant des hypothèses

onvenables sur la densité de l'éhantillonnage.

Fig. 7 � Reonstrution d'une pièe méanique (données fournies par Dassault Systèmes).

6.4.3 Système de oordonnées loales sur une surfae

Partiipants : Jean Daniel Boissonnat, Julia Flötotto.

Nous avons dé�nit un système de oordonnées assoié à un éhantillon pris sur une variété

de dimension k de R

d

. Ce problème est bien étudié si le domaine de dé�nition du système de

oordonnées est restreint à l'enveloppe onvexe des points de l'éhantillon. Notamment, Sibson

a proposé les oordonnées naturelles. Boissonnat et Cazals ont montré que les oordonnées

naturelles ont de bonnes propriétés si la densité de l'éhantillonnage de la surfae tend vers

l'in�ni. Dans e travail, on propose un système de oordonnées qui est dé�ni partout sur la

surfae et presque partout dans R

d

à l'exeption du squelette de la surfae. Il est ontinu et

loal même si la densité de l'éhantillonnage est �nie. En plus, il est k-dimensionnel et pas

d-dimensionnel omme les systèmes habituels. Nous appliquons e système de oordonnées au
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problème de la reonstrution de surfae et à l'interpolation d'une fontion dé�nit sur une

surfae [25℄.

6.4.4 Membranes élastiques

Partiipante : Raphaëlle Chaine.

Une approhe du problème de la reonstrution à partir d'ensembles de points non stru-

turés onsiste à voir la surfae herhée omme le résultat de la ontration d'une membrane

élastique. Dans la littérature, on trouve des formalisations élégantes de e type de déformation,

ave la proposition de modéles variationnels. Les hangements de topologie peuvent être gérés

en étendant e type de modèle à l'ensemble des surfaes de niveau d'une fontion potentiel.

On se ramène alors à l'étude d'une EDP (Zhao, Osher et Fedkiw). La mise en ÷uvre d'une

solution passe généralement par l'utilisation d'un shéma de disrétisation sur une grille et par

la reherhe de la surfae de niveau 0 de la fontion potentiel.

Le travail en ours porte sur la onstrution géométrique d'approximations des solutions de

e type d'équation d'évolution surfaique vers un ensemble de points. On utilise pour ela un

modèle de déformation géométrique et topologique d'une surfae triangulée. Ce modèle s'af-

franhit de l'utilisation d'une grille mais la surfae obtenue est un sous-omplexe simpliial de

la triangulation de Delaunay. Le travail réalisé o�re d'ores et déjà la possibilité de reonstruire

de nombreuses surfaes. Une amélioration du traitement des avités de forte ourbure interne

est en ours.

6.5 Calul du diamètre d'un ensemble �ni de points

Mots lés : géométrie algorithmique, diamètre.

Partiipant : Jean Daniel Boissonnat.

Travail mené en ollaboration ave Grégoire Malandain du projet Epidaure.

Etant donné un ensemble �ni de points P de R

d

, le diamètre de P est la distane maximale

entre deux points de P. Depuis l'an passé, on onnait une solution optimale en O(n log n)

dans R

3

. Mais elle-i, omme les autres solutions de omplexité sous-quadratique s'avère trop

di�ile à programmer et trop lente en pratique. Nous proposons un algorithme très simple pour

aluler le diamètre d'un ensemble �ni de points [36℄. Bien que l'algorithme ne soit pas optimal

dans le as le pire, il s'avère extrèmement rapide pour une grande variété de distributions de

points.

6.6 Compression de strutures géométriques

Mots lés : géométrie algorithmique, ompression.

Partiipants : Olivier Devillers, Pierre-Marie Gandoin.

En quelques années, les maillages ont onquis une position prédominante parmi les di�é-

rents modes de représentation informatique d'objets géométriques. Plus partiulièrement, les

maillages à base de simplexes � les triangles pour la représentation de surfaes plongées en
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3D, les tétraèdres pour la représentation de volumes � semblent être atuellement les plus

répandus. Le développement rapide des appliations manipulant es strutures géométriques

dans des domaines aussi divers que le alul par éléments �nis, la simulation hirurgiale, ou les

jeux vidéo a très vite soulevé le problème d'un odage e�ae et adapté au stokage, à la visua-

lisation et à la transmission à travers le réseau. Ainsi, depuis 1995, de nombreux algorithmes

ont été proposés pour la ompression de maillages triangulaires, en utilisant le plus souvent

l'approhe suivante : les sommets du maillage sont odés dans un ordre établi pour ontenir

partiellement la topologie (ou onnetivité) du maillage. Parallèlement, quelques règles simples

permettent de prédire la position du sommet ourant à partir des positions de ses voisins qui

ont déjà été odés. Dans nos travaux [12℄, nous avons hoisi de donner plut�t la priorité à la

ompression des positions des sommets. Nous avons développé un ensemble de méthodes de

odage progressif, sans perte d'information, adaptées à une large lasse de strutures géomé-

triques (non néessairement triangulaires ni manifold, de genre quelonque), et généralisables à

n'importe quelle dimension. Les taux de ompression obtenus se positionnent avantageusement

par rapport aux méthodes progressives atuelles les plus e�aes : par exemple, pour le as

partiulier des maillages triangulaires surfaiques, des résidus moyens autour de 3,6 bits par

sommet sont atteints sur des modèles usuels pour le odage de la onnetivité.

6.7 Métrologie

Mots lés : géométrie algorithmique, metrologie.

Partiipant : Olivier Devillers.

Travail en ollaboration ave Frano Preparata (Brown U., Providene), Pedro Ramos (U. de Alala,

Madrid) Bernard Mourrain et Philippe Trébuhet de l'ation galaad.

Pour le ontr�le qualité de pièes manufaturées supposées avoir une forme partiulière,

par exemple ylindrique, on herhe à mesurer la déviation entre la pièe fabriquée et le mo-

dèle théorique. Le alul du ylindre optimal ontenant les points mesurés sur la pièe est

une opération algorithmiquement oûteuse. Nous avons proposé un algorithme permettant de

séletionner un ertain nombre de points judiieux a�n de failiter es aluls de ylindres

optimaux [33℄.

Pour résoudre es problèmes, on est amené à herher des erles ou des anneaux passant

par des points donnés e qui est raisonablement faile mais aussi des ylindres ou des zones

ylindriques passant par des points donnés e qui est plus déliat. Nous montrons qu'il y a

en général 6 ylindres passant par 5 points, 12 ylindres passant par 4 points et ayant un

rayon �xé et 18 passant par 4 points et ayant un rayon loalement extrémal. Nous expliquons

également omment aluler e�aement es solutions [31℄.

Sur un plan plus théorique, nous montrons également que le meilleur algorithme pour

aluler la zone ylindrique d'épaisseur minimale ontenant un ensemble de points quelonques

(sans auune hypothèse sur la répartition de es points) est de omplexité O(n

4

) et non O(n

5

)

[34℄.
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6.8 Déformation de surfae, laets

Partiipant : Anne Verroust.

Mots lés : groupe fondamental d'une surfae.

6.8.1 Calul des laets anoniques d'une surfae polyédrique

Partiipant : Anne Verroust.

Ce travail a été e�etué en ollaboration ave Franis Lazarus, hargé de reherhe à l'IRCOM-SIC,

Poitiers, Mihel Pohiola, maître de onférenes au LIENS, Paris et Gert Vegter, assoiate professor

à l'Université de Groningen, Pays Bas.

Nous avons poursuivi et omplété les algorithmes de alul du shéma polygonal anonique

d'une surfae triangulée. Ces deux algorithmes sont optimaux (en O(gn) où g est le genre de

la surfae et n sa omplexité) et des mesures de leur e�aité ont été e�etuées [23℄. Nous

avons développé une méthode itérative déplaçant progressivement les laets sur la surfae pour

réduire la longueur des laets du shéma polygonal (f. �gure 8)

Fig. 8 � Shéma polygonal avant et après rédution de la longueur des laets. En haut, vue

de fae et en bas, vue de dos.

Néansmoins, l'approhe ombinatoire prise dans es deux algorithmes ne permet pas un ontr�le

su�sant du shéma polygonal obtenu pour spéi�er �nement des homéomorphismes entre sur-

faes de genre non nul en déoupant les surfaes le long des laets. Il faudrait, entre autres,

assurer que les laets onstruits entourent une seule fois des trous ou des anses de la surfae

et pouvoir ontr�ler l'ordre d'apparition des ouples de laets sur le shéma polygonal e qui

permettrait de mettre en orrespondane les trous des surfaes.
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6.8.2 Laets adaptés à la déformation de polyèdre ave hangement de topologie

Partiipant : Anne Verroust.

Lors du stage de DEA 2000 de Matthieu Finiasz, une méthode de modélisation du hange-

ment de genre d'une surfae par déformation basée sur l'utilisation de ourbes 3D et de laets

sur la surfae a été développée. Dans ette approhe, la disparition d'un trou s'e�etue par

un resserrement du maillage le long d'un laet non homotope à un point. L'utilisateur donne

expliitement le laet où s'e�etue le resserrement et un alul loal de ourbe squelette est

e�etué au voisinage de e laet. Pour améliorer l'interation, il faut pouvoir fournir à l'uti-

lisateur un laet entourant une anse ou un trou de la surfae, puis éventuellement pouvoir le

déformer en un laet homotope sur la surfae.

Cette année, nous avons étudié dans e adre un algorithme de alul automatique d'un

ouple de laets non homotopes à un point assoiés à un trou de la surfae.

Le trou est repéré en désignant un point voisin sur la surfae. Comme dans le premier

algorithme de alul d'un shéma polygonal anonique [23℄, un parours de la surfae est

e�etué à partir du point en examinant le omportement du bord de la surfae visitée et un

ouple de laets est réé lors de la détetion d'un trou. Nous utilisons des plus ourts hemins

d'arêtes et un ordre de parours des faes similaire à un ordre de plus ourt hemin sur le

graphe des faes de la surfae de façon à e que l'un des laets n'entoure qu'une seule fois le

trou et que l'autre n'entoure qu'une seule fois une anse. (f. �gure 9).

Fig. 9 � Deux ouples de laets alulés à partir de deux points di�érents

7 Contrats industriels (nationaux, européens et internationaux)

7.1 IFP

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat, Sophie Balaven, Mariette Yvine.

Il s'agit d'un ontrat de onseil et d'enadrement d'une dotorante, Sophie Balaven, rému-

nérée par l'IFP.

Le travail est réalisé ave la bibliothèque CGAL et fait l'objet d'un dép�t de brevet (voir

paragraphe 6.3.4
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7.2 Geometry Fatory

Partiipants : Andreas Fabri, Sylvain Pion, Radu Ursu.

La bibliothèque Cgal est développée par un onsortium Européen. Pour assurer la di�usion

de Cgal, nous travaillons à la réation d'une start-up, nommée Geometry Fatory http:

//www.GeometryFatory.om. Geometry Fatory a le soutien du onsortium et de l'inubateur

INRIA Transfert.

Cette soiété a l'ambition de ontinuer le développement de la bibliothèque et d'o�rir des

servies autour de Cgal ( maintenane, support, formation, onseils ). Geometry Fatory de-

vrait être un lien la ommunauté des herheurs en géométrie algorithmique et les utilisateurs.

Nous menons une analyse de marhé. Cette analyse doit nous permettre de mieux ibler

les lients potentiels et de foaliser le futur développement des omposantes géométriques.

Nous o�rons déjà des lienses d'évaluation aux soiétés intéressées, et un support minimal

pendant la période d'évaluation. En e moment il y a une quinzaine de lienses d'évaluation

dans des soiétés relevant du domaine de la CAO, des appliations médiales, des SIG, de

l'imagerie, de l'espae, et.

En partiulier, nous nous sommes aperçu, qu'il est très important d'o�rir un meilleur

support pour Cgal sur la plateforme Windows/Visual C++. Pour ela nous avons obtenu un

poste d'ODL, sur lequel travaille Radu Ursu.

8 Ations régionales, nationales et internationales

8.1 Ations régionales

8.1.1 Coopérations loale de reherhe (olors) teh-mesh

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat, Mariette Yvine.

Color Teh-Mesh (Tehniques de maillages) :

http:// www-sop.inria.fr/COLOR/2001/teh-mesh.html

Cette ation regroupe trois équipes de l'UR Sophia : prisme, aiman et epidaure.

L'objetif de ette ation olors est de mettre au point, au sein du projet prisme, des

outils de onstrution de maillages volumiques (tétraèdrisations) permettant de répondre à des

besoins exprimés par les projets aiman et epidaure.

8.2 Ations nationales

8.2.1 Ation de reherhe oopérative inria vitesV

Partiipants : Jean-Daniel Boissonnat, Frank Da.

Ation vitesV (VIsualisation Tridimensionnelle et Exploration du Système Vasulaire) :

http:// www-roq.inria.fr/Mar.Thiriet/BMNFgp/Work/ar0102.html
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Les partenaires de ette ARC sont l'INRIA (projets aiman, epidaure, gamma, m3n,

mas et prisme, l'université P. & M. Curie, l'université Montpellier II et le erfas.

L'ARC VitesV a pour but de mettre à la disposition du monde de la santé un outil de

simulation basé sur la reonstrution de la géométrie tridimensionnelle des vaisseaux sanguins à

partir de l'imagerie médiale. Cette reonstrution 3D sera assoiée aux simulations numériques

de l'éoulement sanguin onçues omme aide à la plani�ation thérapeutique.

8.2.2 Ation de reherhe oopérative inria osti

Partiipants : François Anton, Jean-Daniel Boissonnat, Frédéri Cazals, Olivier

Devillers, Monique Teillaud.

Ation osti (Courbes et Surfaes : Traitement, Interprétation, Calul) :

http:// www-sop.inria.fr/galaad/osti/

Cette ation regroupe inq équipes : gamma (UR-Roquenourt), isa (UR-Lorraine), pris-

me (UR-Sophia), galaad (UR-Sophia) et le laboratoire J. Dieudonné de l'université de Nie-

Sophia-Antipolis.

L'objetif est de regrouper les ompétenes de di�érents partiipants autour des objets

tri-dimensionnels ; en partiulier de développer des méthodes d'analyse, de manipulation et de

représentation d'objets algébriques, ainsi que des possibilités de visualisation des propriétés de

tels objets.

8.2.3 Ation de reherhe oopérative inria visi3d

Partiipants : Frédéri Cazals, Olivier Devillers.

Ation Visi3D (Visibilité tridimensionnelle : théorie et appliations) :

http:// www.loria.fr/~lazard//ARC-Visi3D/

Cette ation regroupe quatre équipes : imagis (UR-Rh�ne-Alpes), isa (UR-Lorraine),

prisme (UR-Sophia), et geoal (ENS Ulm). Sont également assoiés quelques partiipants

étrangers : Frédéri Durand (mit), Mark de Berg (université d'Utreht) et Gert Vegter (uni-

versité de Groningen).

L'objetif est de faire oopérer des personnes issues de la géométrie algorithmique ave

d'autres plus prohes de la synthèse d'images autour des problèmes de visibilité dans l'espae.

L'ation s'intéresse en partiulier aux problèmes suivants :

� étude des prédiats géométriques requis pour le alul du omplexe de visibilité de polyèdres

en 3D, en vue d'une implantation robuste d'un algorithme de alul du omplexe de visibilité

ou du squelette de visibilité de polyèdres,

� problème du alul du omplexe ou du squelette de visibilité pour des objets ourbes tridi-

mentionels (exemples des sphères),

� omplexité des droites tangentes à 4 sphères,

� possibilité d'exprimer la omplexité des droites tangentes à 4 polyèdres en fontion du

nombre de polyèdres,
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� étude des aspets dynamiques pour le alul du omplexe de visibilité d'objets ourbes en

2D, alul de radiosité dynamique.

8.2.4 Aueil de herheurs

Séminaire Prisme : http:// www-sop.inria.fr/prisme/seminaire/

Le séminaire prisme, organisé par Agnès Clément-Bessière a donné la parole à plusieurs

orateurs extérieurs ou d'autres projets inria :

Pierre Alliez (U. South California),

Mathieu Desbrun (U. South California),

Ferran Hurtado (U. Politènia de Catalunya)

Sylvain Lazard (Inria-Isa),

Menelaos Karavelas (Stanford),

Bruno Levy (Inria-Isa),

Jean-Pierre Merlet (Inria-Coprin)

Jean-Marie Morvan (U. Claude Bernard),

Jarek Rossigna (Georgia Institute of Tehnology),

Vera Saristán Adol� (U. Politènia de Catalunya),

Chee Yap (Courant Institute).

8.3 Ations européennes

8.3.1 eg

L'inria (prisme et galaad) assure la oordination du projet de reherhe ommunautaire

i-dessous :

� Aronyme : ECG, numéro IST-2000-26473

� Titre : E�etive Computational Geometry for Curves and Surfaes.

� Programme spéi�que du projet : IST

� Modalité du projet : RTD (FET Open)

� Date de début : 1er mai 2001 - Durée : 3 ans

� Mode de partiipation de l'Inria : Coordinateur

� Liste des partenaires :

� ETH Zürih (Suisse),

� Freie Universität Berlin (Allemagne),

� Rijksuniversiteit Groningen (Pays-Bas),

� MPI Sarrebruk (Allemagne),

� Tel Aviv University (Israël)

� Résumé du projet : Traitement e�etif des objets ourbes en géométrie algorithmique. Al-

gorithmes géométriques pour les ourbes et les surfaes, questions algébriques, problèmes de

robustesse, approximation.

Une présentation de e projet est aessible :

http://www-sop.inria.fr/prisme/ECG/.
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8.4 Relations bilatérales

8.4.1 Frane-Espagne

Une proposition Piasso de ollaboration ave l'Universitat Polytenia de Catalunya se

termine ette année. À e titre, F. Hurtado, P. Ramos et V. Saristán ont séjourné à l'INRIA.

O. Devillers et M. Teillaud se sont rendus à Barelone.

Plusieurs travaux en ollaboration se sont poursuivis autour des triangulations et des pro-

blèmes de visibilité (voir 6.3.2) ou de la métrologie (voir 6.7)

8.4.2 Frane - Israël

La ollaboration Frano-Israëlienne Prisme - université de Tel-Aviv dans le adre du pro-

gramme Fatory for the future (AFIRST) a été loturée les 7 et 8 Février 2001 au Ministère

de la Reherhe a Paris. C'est dans le adre de elle-i qu'a été developpé le logiiel Nuages-p

�voir 5.5.

8.4.3 Frane - USA

Le projet prisme partiipe à un projet oopératif, intitulé GEOMETRIC ALGORITHMS

FOR ROBOTICS, entre le nrs et l'inria et l'université de l'Illinois uiu. Dans le adre de

e projet, prisme a reçu la visite de Je� Erikson de l'uiu en novembre 2000 et David Cohen

Steiner se rendra a Urbana Champain en janvier 2002.

9 Di�usion de résultats

9.1 Animation de la ommunauté sienti�que

9.1.1 Comités de rédation de revues sienti�ques

� J-D. Boissonnat est membre du omité de rédation de Theoretial Computer Siene, Algo-

rithmia, International Journal of Computational Geometry and Appliations et Computational

Geometry : Theory and Appliations

� M. Yvine est membre du omité de rédation de Journal of Disrete Algorithms.

9.1.2 Comités de séletion

� Jean-Daniel Boissonnat est membre de la ommission de spéialistes de l'université de Nie

Sophia-Antipolis et de elle de l'ENS (27

ème

setion).

� Anne Verroust est membre de la ommission de spéialistes de l'université de Lille 1 (27

me

setion).

9.1.3 Comités de programme de onférenes

� Monique Teillaud a partiipé au omité de programme du workshop on Algorithm Enginee-

ring.

� Mariette Yvine a partiipé au omité de programme de ACM symposium on omputational
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geometry.

9.1.4 Autres omités

� Jean-Daniel Boissonnat est membre élu du steering ommittee of Computational Geometry.

� Jean-Daniel Boissonnat est membre du onseil d'administration de l'AFIT (Assoiation Fran-

çaise d'Informatique Théorique).

� Anne Verroust est présidente de l'AFIG (Assoiation Française d'Informatique Graphique)

9.1.5 Serveur WWW

http:// www-sop.inria.fr/prisme/

Le projet Prisme maintient sur son site www une olletion de �hes expliatives sur les

sujets présentés dans e rapport, ainsi que les logiiels téléhargeables.

9.2 Formation

9.2.1 Enseignement universitaire

� J-D. Boissonnat est responsable de la �lière "Géométrie, formes et images" du DEA d'algo-

rithmique de Paris.

� DEA Algorithmique, Paris, (2000-2001) "Diagrammes de Voronoï et triangulations", (20h)

(J.-D. Boissonnat), "Calul géométrique " (2h) (Mariette Yvine)

� DEA Algorithmique, Paris, (2001-2002), "Géométrie Algorithmique" (20h) (J.-D. Boisson-

nat)

� Magistère de Mathématiques Fondamentales & Appliquées et d'Informatique de la Région

Parisienne, Cours-Td CGAL (10h) (M. Yvine)

� DEA SIC (Nie), de la géométrie algorithmique au alul géométrique, 15 h (O. Devillers)

� Éole Polytehnique (Paris), Informatique, (O. Devillers, hargé d'enseignement à temps

partiel, 96h)

� Maitrise d'informatique (Nie) (O. Devillers et J. Flötotto 16h)

� DEA Imagerie Vision Robotique (Grenoble), Géométrie Algorithmique, 12h (F. Cazals)

� Indian Institute of Tehnology de Kanpur, Computational Geometry, 40h (F. Cazals)

� ISIA, Calul Géométrique, 20h (J.D. Boissonnat et M. Yvine)

� ESSI 3eme année, Calul Géométrique, 30h (J.D. Boissonnat et M. Yvine)

� ENSTA, 3ème année, ours de Géométrie Algorithmique, 6h (A. Verroust)

� Maitrise, Liene, MIAGE, Deugs, Université de Nie, Traitement d'images, algorithmique

et programmation, programmation objet, langages C et C++ (R.Chaine 236h)

9.2.2 Autres enseignements

� Cours CGAL pour des ingénieurs de Euroontrol, 1 semaine, (A. Fabri).

� Éole Jeunes Cherheurs du GDR ALP en Algorithmique et Calul Formel, Lyon, janvier

2000

� Robustesse des algorithmes géométriques � (O. Devillers), � Diagrammes de Voronoi et
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éhantillonnage de surfaes � (J.-D. Boissonnat).

� Cours aux Journées de géométrie algorithmique, Limousin, otobre,

� L'axe médian : état de l'art � (F. Cazals),

� Notions de ourbure � (J.-M. Morvan),

� Diagrammes de Voronoï, triangulations et surfaes � (J.-D. Boissonnat).

9.2.3 Stages

Les sujets de stage proposés peuvent être onsultés http:// www-sop.inria.fr/prisme/Stages/

� Christophe Delage, Calul du diagramme de Voronoï de segments, 1ère année de Magistère,

ENS Lyon

� Christophe Demange, Ré�exions sur le alul du diagramme de Voronoï de segments, 2ème

année, Éole Nationale Supérieure de Physique de Strasbourg

� Philippe de Montalembert, Compression d'images et triangulations

� Kamalika Chaudhuri et Siddhartha Saha, Loal Approximations of Triangulated Surfaes :

An Experimental Study, Stage de 3ème année (Indian Institute of Tehnology de Kanpur).

� Dominique Amar, Triangulations et maillages de surfaes impliites., Stage de DEA

� Mihaela Constantinesu, Triangulations ontraintes et maillages en dimension 3, Éole Po-

lytehnique, stage de 2ième année

� Tharavy Dou, Triangulations ontraintes en dimension 3

9.2.4 Thèses en ours

� Louai Adhami, Plani�ation et simulation de proédures robotiques en hirurgie, université

de Nie-Sophia Antipolis, en ollaboration ave hir.

� David Cohen Steiner, Approximation de surfaes, Éole Polytehnique.

� Frank Da, Interpolation de formes, université de Nie-Sophia Antipolis.

� Julia Flötotto, Dessin de graphes et similarités moléulaires, université de Nie-Sophia An-

tipolis.

� Philippe Guigue, Construtions géométriques à préision �xée, université de Nie-Sophia An-

tipolis.

� Dominique Amar Approximation de Surfaes, université de Nie-Sophia Antipolis, thèse o-

enadrée PRISME, GALAAD.

9.2.5 Thèses soutenues

� Pierre-Marie Gandoin, Compression progressive sans perte de strutures géométriques, uni-

versité de Nie-Sophia Antipolis (voir setion 6.6). Cette thèse a obtenu un aessit au prix de

thèse Spéif.

� Sophie Balaven, Génération de maillages hybrides pour la simulation de réservoirs pétroliers,

Eole des Mines, Paris. En ollaboration ave l'IFP (voir setion 6.3.4).



Projet PRISME 35

9.3 Partiipation à des olloques, séminaires, invitations

9.3.1 Séjours

Frédéri Cazals, a séjourné deux mois à l' Indian Institute of Tehnology de Kanpur.

9.3.2 Exposés à des olloques et séminaires

Les membres du projet ont présenté des artiles lors de plusieurs onférenes, on se reportera

à la bibliographie pour en avoir la liste.

De plus, ils ont fait des présentations lors des manifestations suivantes :

� Journées osti, Grasse, janvier.

� Approximation de surfaes impliites � (M. Yvine),

� Courbes/surfaes deplaees et des mediatries generalisees � (F. Anton).

� Congrès National de Mathématiques Appliquées et Industrielles, janvier, Pompadour.

� Voronoï-based surfae reonstrution algorithms� (F. Cazals).

� Math. Dpt. seminar, Indian Institute of Tehnology of Kanpur, � Computational Geometry

at a glane� (F. Cazals).

� N. RAMA RAO Distinguished Leture in CS and Engg., Indian Institute of Tehnology of

Kanpur, février.

� Voronoï-based surfae reonstrution algorithms� (F. Cazals).

� Séminaire de géométrie algorithmique, Dagstuhl, mars.

� Walking in a triangulation � (M. Teillaud),

� The shu�ing bu�er � (O. Devillers).

� Journées osti, Nany, septembre.

� Delaunay et l'impliite � (D. Amar).

� Journées de géométrie algorithmique, Limousin, otobre,

� Utilisation de omplexes orthogonaux ontraints pour la génération de maillages dans le

domaine pétrolier � (S. Balaven),

� Couper Delaunay en quatre � (O. Devillers),

� Constrution de triangulations de Delaunay onformes en 3D � (D. Cohen-Steiner),

� Sur le nombre de ylindres passant par des points �xés � (O. Devillers),

� Construtions géométriques à préision �xée � (P. Guigue).

� Séminaire de l'Universitat Politènia de Catalunya, � Problems about ylinders �, Bare-

lone, novembre, (O. Devillers).

� Journée qualité et sureté du logiiel, Nany, novembre.

� Algorithmes géométriques randomisés �, (O. Devillers).

� Meshing Round Table, New Port Beah, otobre.

"CGAL, Computational Geometry Algorithm Library" (A. Fabri).

� Minisymposium sur le alul géométrique robuste, Saramento, novembre.

"Solutions to Robustness Problems in CGAL" (S. Pion).
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9.3.3 Partiipation à des olloques

Outre les olloques préédemment ités, des membres du projet ont assisté à diverses ma-

nifestations :

� ACM Siggraph, Aout 2001, Los Angeles, USA (F. Cazals).
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