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2 Présentation et obje
tifs généraux

Le thème de notre projet est parfaitement résumé par le développement de l'a
ronyme

Spa
es en français et en anglais :

L'obje
tif prin
ipal est la résolution des systèmes d'équations et inégalités polynomiales

(Systèmes Polynomiaux). Nous privilégions les méthodes algébriques (Algebrai
 Computation),

qui sont plus robustes et souvent plus e�
a
es que les méthodes purement numériques.

En raison de la 
omplexité élevée des problèmes abordés, pour obtenir des logi
iels e�
a
es

(E�
ient Software), il faut asso
ier aux algorithmes théoriques des méthodes d'implantation

�nes, et en parti
ulier des Arithmétiques adaptées et e�
a
es, notamment les entiers et les

rationnels de pré
ision arbitraire, les �ottants de grande pré
ision, l'arithmétique d'intervalles,

mais aussi les arithmétiques modulaires et p-adiques ou 
elle des nombres in�nitésimaux.

Les systèmes polynomiaux ont des appli
ations dans des domaines variés, aussi bien in-

dustriels qu'a
adémiques. Cependant, un travail important est né
essaire pour dé�nir des

spé
i�
ations de sortie des logi
iels qui soient adaptées aux problèmes posés, et aussi pour

trans
rire les problèmes du langage des appli
ations vers une forme adaptée à la résolution.

Ainsi, la résolution de problèmes (Solving Problems) est une part essentielle de notre a
tivité

de développement logi
iel.

La variété même de 
es appli
ations rend né
essaire que les logi
iels soient robustes (Cal
uls

E�
a
es et Sûrs) : d'une part, l'instabilité numérique est presque la règle dans les problèmes

abordés, et une garantie sur les erreurs d'arrondis est indispensable ; d'autre part, il est 
er-

tain que les hypothèses simpli�
atri
es 
ourantes né
essitées par 
ertains algorithmes, telle la

régularité, ne sont pas toujours satisfaites, et doivent don
 pouvoir être évitées ou à tout le

moins testées.

2.1 Aperçu historique

La résolution des équations et systèmes polynomiaux 
onstitue depuis longtemps un pro-

blème fondamental. En sont témoins, par exemple, les e�orts 
onsa
rés à la résolution par

radi
aux, jusqu'à 
e que Galois résolve le problème vers 1830, mais aussi le fait que le théo-

rème de d'Alembert, qui a�rme l'existen
e de solutions 
omplexes, soit appelé � fundamental

theorem of algebra �par les anglo-saxons.

Ce n'est qu'à la �n du XIX

e

siè
le que sont apparus les premiers algorithmes généraux

pour résoudre les systèmes polynomiaux, dans les travaux de Bézout, Sylvester, Krone
ker et

surtout M
Caulay. Mais la 
omplexité du problème rendait les 
al
uls totalement imprati
ables,


e qui a 
onduit les mathémati
iens à abandonner 
ette appro
he e�e
tive pour mettre l'a

ent

sur des résultats qualitatifs et non e�e
tifs. C'est ainsi qu'est apparue la géométrie algébrique

moderne, ave
 son niveau d'abstra
tion qui la rend souvent presque ésotérique. Cette évolution

est illustrée par le 
élèbre traité d'algèbre de van der Waerden

[dW55℄

dans lequel les méthodes

e�e
tives ont été supprimées à partir de la quatrième édition ; en parti
ulier le 
hapitre sur

[dW55℄ V. der Waerden, Moderne Algebra, Springer-Verlag, 1955.
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la théorie de l'élimination, qui traitait de la résolution e�e
tive des systèmes polynomiaux, a

totalement disparu.

Ave
 l'invention des ordinateurs et l'apparition des systèmes de 
al
ul formel, le problème

de la résolution e�e
tive des systèmes polynomiaux est redevenu d'a
tualité, dès que, dans

les années 70, les 
al
uls de PGCD et de fa
torisation des polyn�mes ont reçu des solutions

satisfaisantes. Mais la 
omplexité et la di�
ulté du problème font qu'il a fallu attendre la

deuxième moitié des années 80 pour 
ommen
er à pouvoir résoudre par logi
iel des problèmes

ina

essibles au 
al
ul manuel.

2.2 Systèmes de dimension zéro

Stri
to sensu, un système d'équations polynomiales est une formule

P

1

= 0 et P

2

= 0 et : : : et P

k

= 0; (1)

où les P

i

sont des polyn�mes à plusieurs variables et à 
oe�
ients dans un 
orps K. Un

tel système est généralement représenté par l'ensemble des polyn�mes P

i

. Résoudre un tel

système 
onsiste à déterminer les valeurs des variables qui satisfont 
ette formule. Ces valeurs

sont re
her
hées dans un 
orps algébriquement 
los 
ontenant K, ou dans le 
orps des réels si

K est un 
orps réel

1

.

Un système est dit � de dimension zéro �si l'ensemble de ses solutions dans un 
orps

algébriquement 
los est �ni. Dans 
e 
as, les solutions ne dépendent pas du 
orps algébri-

quement 
los 
hoisi. C'est la seule situation la plus favorable au 
al
ul purement numérique.

En
ore faut-il que le nombre d'équations soit égal au nombre de variables, et même dans 
e


as les performan
es des solveurs numériques sont le plus souvent médio
res en raison des

instabilités numériques.

Les te
hniques algébriques subdivisent le problème de la résolution en deux étapes : la

première 
onsiste à transformer le système en un ou plusieurs systèmes équivalents mais mieux

adaptés et qui 
onstituent 
e que l'on peut appeler une solution algébrique. La deuxième étape


onsiste, dans le 
as où K est un sous-
orps des 
omplexes, à 
al
uler les valeurs numériques

des solutions à partir de la solution algébrique.

Le 
al
ul de la solution algébrique se dé
ompose elle-même généralement en plusieurs

étapes. La première est le plus souvent le 
al
ul d'une base de Gröbner ; aussi de nombreux


her
heurs ont assimilé, pendant plusieurs années, le 
al
ul des bases de Gröbner à la résolution

des systèmes polynomiaux.

La solution algébrique peut prendre diverses formes ayant 
ha
une ses avantages et ses

in
onvénients. La forme la mieux adaptée au 
al
ul des solutions numériques est la RUR

(représentation univariée rationnelle - [10℄) qui 
onsiste en une équation en une variable f(t) =

0 (où t est souvent une variable auxiliaire) et en l'expression des autres variables 
omme

fra
tions rationnelles en t (quotients de deux polyn�mes).

À partir de la RUR, le 
al
ul des valeurs numériques des solutions revient à 
al
uler les

ra
ines d'un polyn�me univarié. Ce n'est toutefois pas aussi simple qu'il n'y paraît 
ar 
'est

généralement un polyn�me de degré élevé ayant de très grands 
oe�
ients. En outre, dans le

1

Si Z est l'anneau des nombres entiers, l'existen
e de solutions dans Z est un problème indé
idable.
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as très fréquent où l'on s'intéresse aux solutions réelles satisfaisant 
ertaines 
onditions de

signe, il faut garantir une pré
ision su�sante pour pouvoir déterminer le signe d'un 
ertain

nombre de polyn�mes en t.

Les algorithmes et les implantations développés par J.-C. Faugère et F. Rouillier sont très

largement les plus performants existant a
tuellement. Ils permettent 
ouramment de résoudre

des systèmes ayant de l'ordre d'un millier de solutions. Néanmoins, un travail important est

en
ore né
essaire pour optimiser en
ore 
es algorithmes, mais surtout, à très 
ourt terme, pour

les rendre vraiment a

essibles à la 
ommunauté sous forme de logi
iels robustes, utilisables

par des non spé
ialistes.

Il faut noter qu'en raison de la taille des systèmes dont la résolution est maintenant a

es-

sible, le fa
teur limitant provient souvent de l'e�
a
ité de l'arithmétique utilisée.

2.3 Systèmes de dimension positive

Pour les systèmes ayant une in�nité de solutions, on ne peut pas se limiter aux systèmes

de la forme (1) : il faut souvent 
onsidérer des inéquations (P

i

6= 0) et, dans le 
as réel,

des inégalités (P

i

> 0, ou en
ore P

i

� 0)

2

. En outre, beau
oup de problèmes ne se limitent

pas à une 
onjon
tion d'équations, inéquations et inégalités, mais se présentent sous la forme

d'une expression ave
 quanti�
ateurs (formule de la logique du premier ordre dont les objets

atomiques sont des équations, inéquations ou inégalités).

Pour de tels systèmes généraux, la résolution se dé
ompose a priori en trois étapes : en

premier lieu, on 
onnaît des algorithmes permettant d'asso
ier à un tel système général un sys-

tème sans quanti�
ateur (formule du 
al
ul propositionnel) ayant les mêmes solutions dans un


orps algébriquement 
los ou, s'il y a des inégalités, dans le 
orps des réels. Étant donné un tel

système sans quanti�
ateur, on 
onnaît également des algorithmes permettant de dé
omposer

l'ensemble des solutions en 
omposantes irrédu
tibles et/ou en 
omposantes 
onnexes (dé�nies

par de nouveaux systèmes). En�n, étant donnée une telle 
omposante, se pose le problème de

l'étudier (la dessiner, déterminer ses singularités, sa topologie, et
.).

Un tel programme se heurte à des di�
ultés qui sont très loin d'être résolues. En premier

lieu, les algorithmes résolvant les deux premières étapes ont une 
omplexité élevée, générale-

ment exponentielle en le nombre de variables et doublement exponentielle en le nombre d'alter-

nan
es de quanti�
ateurs. Cette 
omplexité est asymptotiquement optimale, à une 
onstante

près située en exposant. Mais 
es algorithmes ont une e�
a
ité pratique si mauvaise qu'il n'y

a au
un intérêt à essayer de les implanter.

Maintenant que nous disposons d'algorithmes e�
a
es en dimension zéro, un des obje
tifs

prin
ipaux du projet est de mettre au point et d'implanter des algorithmes ayant une e�-


a
ité pratique a

eptable en dimension positive, quitte à restreindre la 
lasse des problèmes


onsidérés.

Une autre 
atégorie de di�
ultés vient de 
e que l'� étude �mentionnée plus haut n'a

pas de spé
i�
ation générale. Il y a don
 un vaste travail né
essaire pour déterminer quelles

spé
i�
ations de sortie sont utiles pour les appli
ations tout en étant a

essibles au 
al
ul.

2

Il en est de même en dimension zéro, mais, dans 
e 
as, les inéquations et inégalités peuvent n'être 
onsi-

dérées qu'à la �n du 
al
ul, pour éliminer 
ertaines solutions.
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Comme exemples de telles spé
i�
ations partielles, on peut 
iter deux travaux ré
ents dans

le projet : un algorithme e�
a
e pour produire au moins un point par 
omposante 
onnexe de

l'ensemble des solutions réelles d'un système de la forme (1), et un algorithme pour dis
uter le

nombre de solutions réelles satisfaisant 
ertaines inégalités pour un système de dimension zéro

dépendant de un ou deux paramètres. Ce dernier algorithme a été développé dans le 
adre de

la résolution d'un problème de mé
anique 
éleste.

2.4 Cal
uls e�
a
es et arithmétique

Pour résoudre un système polynomial, il est vain d'utiliser un algorithme de bonne 
om-

plexité arithmétique, 
'est-à-dire e�e
tuant peu d'opérations sur les 
oe�
ients des polyn�mes,

si les opérations sur 
es 
oe�
ients sont elles-mêmes lentes. En e�et, 
es 
oe�
ients peuvent


ouramment atteindre des tailles de l'ordre du millier de 
hi�res. Il est don
 primordial pour

obtenir des logi
iels e�
a
es (E�
ient Software), 
e qui 
onstitue notre but �nal, de diminuer

tous les fa
teurs intervenant dans le 
oût réel des algorithmes (bit 
omplexity). En langage


ourant, on dirait � tous les 
oups sont permis �. On peut distinguer grosso modo deux 
lasses

d'améliorations possibles : 
elles 
on
ernant les 
oe�
ients des polyn�mes 
onsidérés, et toutes

les autres (proto
oles, ramasse-miette, . . .). Les algorithmes rapides de manipulation de poly-

n�mes ont pour leur part déjà été 
onsidérés dans la se
tion 2.2.

D'autre part, les algorithmes de 
al
ul formel né
essitent des développements spé
i�ques

pour leur implantation. En e�et, une des parti
ularités du 
al
ul exa
t est de manipuler un

nombre important d'objets de grande taille variant fortement et de façon souvent mal 
ontr�lée

dans le temps. Il en dé
oule toute une série de problèmes informatiques déli
ats (gestionnaire

de mémoire, é
hanges de données, et
.) ne trouvant pas de solution satisfaisante parmi les

outils standards.

2.4.1 Arithmétiques

On s'intéresse i
i aux algorithmes et méthodes permettant de rendre plus e�
a
es les 
al
uls

sur les 
oe�
ients des polyn�mes du système à résoudre. Les 
oe�
ients de départ sont le plus

souvent des entiers ou rationnels (Z ou Q) ou des entiers modulaires (F

p

). Cependant, plusieurs

autres arithmétiques auxiliaires peuvent être utilisées e�
a
ement : les nombres �ottants à

pré
ision �xée, tout en bornant la taille des 
al
uls, permettent dans nombre de 
as d'obtenir

des résultats su�sants ; les nombres p-adiques sont souvent un intermédiaire très utile entre

nombres entiers et modulaires (par exemple dans l'algorithme de fa
torisation de polyn�mes

de Berlekamp-Zassenhaus) ; les nombres algébriques sont indispensables pour la résolution de


ertains systèmes ave
 paramètres ; en�n les in�nitésimaux permettent l'étude de systèmes

légèrement � déformés �.

On peut répartir 
es arithmétiques en deux 
lasses : les arithmétiques � exa
tes � (en-

tiers, nombres algébriques) et les arithmétiques � appro
hées � (�ottants, nombres p-adiques,

in�nitésimaux). La plupart des algorithmes sur les polyn�mes (resp. séries) s'appliquent aux

objets de la première (resp. deuxième) 
lasse. Si les meilleurs algorithmes asymptotiques de-

meurent les mêmes depuis longtemps pour les arithmétiques exa
tes, 
urieusement il n'en est

pas de même pour les arithmétiques appro
hées. Citons pour preuve les travaux ré
ents de
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Mulders

[Mul00℄

qui a montré qu'un gain d'environ 20% pouvait être obtenu sur un produit �ot-

tant sur n bits par rapport au produit entier

3

, lorsque 
e dernier est 
al
ulé via l'algorithme

en O(n

1:59

) de Karatsuba.

2.4.2 Infrastru
tures logi
ielles

L'environnement de programmation. En 
al
ul formel, l'utilisateur est, pour l'heure,

obligé de jongler ave
 di�érents logi
iels. Les logi
iels généraux tels Maple, MuPAD ou Mathe-

mati
a possèdent de nombreuses fon
tionnalités mais sont très limités lorsqu'il s'agit de faire

du 
al
ul intensif. D'un autre 
�té, il y a des logi
iels spé
ialisés et langages de base (C/C++),

rustiques d'utilisation mais permettant de faire 
ertaines parties de 
al
ul beau
oup plus ef-

�
a
ement. Pour utiliser de façon optimale les ressour
es dont on dispose, il est essentiel de

re
ourir à un environnement de développement e�
a
e. La diversité des stru
tures de données

utilisées en 
al
ul formel rend impérative la dé�nition de proto
oles d'é
hanges assez 
omplexes

mais surtout souples et e�
a
es 
omme le proto
ole udx (Universal Data Ex
hange) développé

par les membres du projet et objet d'un dép�t de brevet.

La gestion de mémoire. L'implantation des algorithmes est une tâ
he primordiale à la-

quelle les membres du projet prennent une part a
tive : en e�et une mauvaise implantation

peut rendre totalement ine�
a
e un algorithme potentiellement bon. Un obje
tif du projet est

d'implanter dans des langages de bas niveau (C/C++) toutes les parties 
ritiques des nou-

veaux algorithmes. Il est à noter que la vitesse d'exé
ution d'un algorithme n'est pas le seul


ritère à prendre en 
onsidération ; bien souvent 
'est la taille des données en mémoire qui

limite l'utilisation d'un programme de 
al
ul formel. Les membres du projet ont développé un

algorithme de gestion de la mémoire original parti
ulièrement adapté à 
e type de données (des

données dont la taille varie beau
oup en 
ours de 
al
ul) et fa
ile à utiliser dans un langage de

bas niveau. Il faut que 
e mé
anisme de gestion de la mémoire reste e�
a
e même lorsqu'on

utilise plus de mémoire que la mémoire physiquement disponible (swap) ; de plus 
e mé
anisme

est bien adapté au 
al
ul distribué.

2.5 Appli
ations

Les appli
ations sont fondamentales pour l'a
tivité du projet pour plusieurs raisons, et, de


e fait, font pleinement partie de notre thématique de re
her
he.

La première de 
es raisons est que les appli
ations 
onstituent des tests indispensables

pour véri�er et valider l'e�
a
ité de nos algorithmes. En e�et, la 
omplexité de la résolution

d'un système polynomial dépend très irrégulièrement du problème posé, et la di�
ulté d'un

problème tiré au hasard ne donne au
une indi
ation sur 
elle d'un problème réel de taille


omparable.

Une deuxième raison a été mentionnée plus haut : les appli
ations sont né
essaires pour

déterminer quels algorithmes sont à développer ou à optimiser en priorité. Inversement, 
'est

3

Rappelons que le produit �ottant sur n bits est le produit d'entiers tronqué aux n bits de poids fort.

[Mul00℄ T. Mulders, � On short multipli
ations and divisions �, AAECC 11, 1, 2000, p. 69�88.
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souvent en essayant de 
omprendre pourquoi une appli
ation parti
ulière résistait à nos logi
iels

que de nouveaux algorithmes, beau
oup plus e�
a
es, ont été dé
ouverts.

En�n, la résolution de problèmes ina

essibles aux autres appro
hes existantes est la

meilleure justi�
ation de l'importan
e de la résolution des systèmes polynomiaux et de la

qualité de nos travaux.

Mais il y a là une di�
ulté spé
i�que : les problèmes sus
eptibles d'être résolus ave
 nos

méthodes peuvent être modélisés de manières très variées. Ave
 l'idée reçue que les systèmes

polynomiaux sont numériquement insolubles, la plupart des 
her
heurs et ingénieurs présentent

leur problèmes sous une forme telle, qu'il n'est pas immédiat qu'il s'agisse de systèmes poly-

nomiaux. Même quand 
'est apparent, 
es systèmes sont présentés sous une forme � simpli-

�ée �voire linéarisée qui augmente la di�
ulté du problème au point de le rendre insoluble.

Ainsi, il n'est pas possible d'utiliser nos logi
iels 
omme une boîte noire, et il faut souvent

remonter aux sour
es des problèmes (et don
 
omprendre le langage lié à l'appli
ation), a�n

de trouver une formulation sus
eptible d'être résolue.

Ce
i aboutit à 
e qu'une part notable de nos publi
ations relève de domaines s
ienti�ques

extérieurs au n�tre.

Ainsi, nous avons déjà publié ou avons des arti
les en préparation en robotique (robots

parallèles), traitement du signal (brevet en 
ompression d'image), mé
anique 
éleste (
on�gu-

rations stables de n 
orps) et biophysique (forme de molé
ules minimisant l'énergie). Il faut

aussi mentionner les appli
ations à la 
ryptologie, qui deviennent une part notable de notre

a
tivité, ave
 quatre thèses en préparation sur le sujet.

3 Fondements s
ienti�ques

3.1 Résolution algébrique

Le problème de la résolution des systèmes polynomiaux (non linéaires) ne représente qu'une

partie des questions abordées par le 
al
ul formel ; 
ependant 
e problème fondamental pourrait

bien être le meilleur exemple d'appli
ation où le 
al
ul formel apporte le plus par rapport

aux méthodes numériques. En 
e domaine les avantages du 
al
ul formel sont nombreux :

exa
titude des résultats puisque tous les 
al
uls intermédiaires sont exa
ts ; garantie de trouver

toutes les solutions (même si le nombre de solutions est in�ni) ; e�
a
ité des algorithmes et

des implantations de 
es méthodes y 
ompris pour des problèmes provenant d'appli
ations

industrielles.

Les membres du projet et les logi
iels qu'ils ont é
rits (FGb/RS représentant environ 200 000

lignes de 
ode C/C++) sont déjà re
onnus 
omme les leaders mondiaux pour le 
al
ul des

ra
ines réelles et 
omplexes des systèmes d'équations algébriques dans le 
as parti
ulier (im-

portant) où le nombre de solutions est �ni. Ces logi
iels ont déjà permis de résoudre plusieurs

appli
ations provenant du milieu a
adémique ou industriel (traitement du signal, robotique,

mé
anique 
éleste, biophysique, 
ryptologie, 
odes 
orre
teurs).

Le 
as parti
ulier de la résolution des systèmes algébriques où le nombre de solutions est

�ni est maintenant bien maîtrisé en théorie et en pratique et 
e
i en grande partie grâ
e

aux travaux des membres du projet. Dans 
e 
as parti
ulier, l'outil de base pour résoudre les

systèmes est le 
al
ul de bases de Gröbner. Plusieurs algorithmes parmi les plus e�
a
es ont
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été proposés par J.-C. Faugère et sont maintenant des algorithmes standards implantés dans

tous les systèmes de 
al
ul formel (Maple, Mathemati
a, Axiom, Magma, . . .). Cette étape

permet de 
al
uler toutes les ra
ines 
omplexes du problème. Dans la pratique les solutions


her
hées véri�ent d'autres 
ontraintes : les ra
ines doivent être réelles, réelles positives ou

véri�er un 
ertain nombre d'inégalités. Pour extraire 
es ra
ines réelles, la méthode de [10℄


onsiste à ramener l'étude d'un problème à plusieurs variables à l'étude d'un polyn�me en

une variable, en transformant le résultat de l'étape pré
édente (base de Gröbner) en une liste

de fra
tions rationnelles en une variable, exprimant les solutions en fon
tion des ra
ines d'un

polyn�me (forme RUR). Des algorithmes [46℄ permettent ensuite de 
al
uler très rapidement

les ra
ines réelles d'un polyn�me univarié de façon exa
te et ave
 une pré
ision aussi grande

que voulue. Tous 
es algorithmes sont implantés dans les logi
iels FGb et RS et 
onstituent

un solveur 
omplet permettant de résoudre des problèmes ayant plusieurs milliers de solutions.

Ces logi
iels sont de plusieurs ordres de grandeur plus e�
a
es ou �ables que leurs 
on
urrents.

Notre but est don
 de faire avan
er signi�
ativement en théorie et en pratique le problème

de la résolution des systèmes d'équations algébriques ave
 paramètres. Lorsque le nombre de

solutions est in�ni, les systèmes d'équations en nombres réels 
onstituent des problèmes très mal

résolus, en raison à la fois de la 
omplexité sur-exponentielle des problèmes et de l'ine�
a
ité

des algorithmes a
tuellement implantés. Pourtant les appli
ations potentielles de 
es méthodes

sont nombreuses : 
'est la raison pour laquelle 
e problème 
onstitue un dé� a
tuel du 
al
ul

formel.

Certains algorithmes pour 
al
uler les ra
ines réelles ont une très bonne 
omplexité théo-

rique mais sont ine�
a
es en pratique et très di�
iles à implanter en ma
hine. De nouveaux

algorithmes (dont 
ertains développés par des membres du projet) radi
alement di�érents,

visant à réduire le 
oût des 
al
uls par rapport à la 
ad

[Col75℄

(Cylindri
 Algebrai
 De
omposi-

tion) utilisent fortement la possibilité de dé
omposer les idéaux (en parti
ulier la dé
omposition

en idéaux premiers) : plusieurs membres du projet ont proposé des algorithmes e�
a
es pour

le 
al
ul de 
es dé
ompositions. Un obje
tif du projet est d'implanter dans des langages de bas

niveau (C/C++) et de façon très e�
a
e (vitesse et gestion mémoire) 
e type d'algorithmes

sophistiqués et d'en faire une évaluation pré
ise.

La spé
i�
ation mathématique du résultat d'un 
al
ul lorsque le nombre de solutions est

in�ni est déjà un problème di�
ile [2, 1, 37℄. Dans 
e 
as, plusieurs expressions formelles des

solutions sont envisageables mais il apparaît que les outils algébriques né
essaires pour 
al
uler

les zéros réels ou 
omplexes puissent se résumer à :

(Z) la résolution des systèmes sans paramètre (problème bien maîtrisé) ;

(Rad) le 
al
ul d'un système de générateurs du radi
al d'un idéal ;

(De
) la dé
omposition équidimensionnelle d'un idéal (
'est-à-dire séparer les points isolés

des 
ourbes et des surfa
es dans l'ensemble des solutions) ;

(Prim) la dé
omposition en idéaux premiers d'un idéal, 
'est-à-dire l'a
tion de (De
) plus

séparer entre eux les points isolés, séparer entre elles les 
ourbes, . . .

À noter que le radi
al d'un idéal se déduit fa
ilement d'une dé
omposition équidimen-

sionnelle qui à son tour dérive très fa
ilement d'une dé
omposition en premiers. On pourrait

[Col75℄ G. Collins, � Quanti�er elimination for real 
losed �elds by 
ylindri
al algebrai
 de
omposition �,

Springer Le
ture Notes in Computer S
ien
e 33 33, 1975, p. 515�532.
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don
 s'attendre à 
e que le 
al
ul du seul radi
al soit moins 
oûteux que la dé
omposition en

idéaux premiers, pourtant l'expérien
e montre que l'algorithme F

7

[33℄ réalise 
es tâ
hes de

façon e�
a
e et à peu près dans le même temps. De plus, même si le temps pour 
al
uler la

dé
omposition en premiers est légèrement supérieur au 
al
ul du radi
al, 
omme le 
al
ul a

permis de 
asser le problème initial en sous-problèmes indépendants de plus petites tailles, le


al
ul de toutes les ra
ines peut se poursuivre sur 
ha
une des 
omposantes (éventuellement

en parallèle).

L'outil des bases de Gröbner, qui était le 
÷ur de l'algorithmique pour les systèmes sans

paramètre, n'est plus adapté pour répondre 
al
uler des dé
ompositions puisqu'une base de

Gröbner 
onserve toute l'information qui était présente initialement (multipli
ités, . . .). De plus

le nombre d'éléments dans une base de Gröbner est généralement exponentiel en le nombre de

variables. Deux voies sont explorées par les membres de l'équipe pour 
ontourner les bases de

Gröbner.

Plusieurs membres du projet ont proposé des algorithmes pour 
al
uler une dé
omposition

équidimensionnelle : 
es algorithmes sont basés sur les ensembles triangulaires. Ces méthodes

sont potentiellement meilleures que les bases de Gröbner puisqu'elles se pla
ent d'emblée dans

le radi
al de l'idéal (méthode ensembliste) et par
e qu'elles e�e
tuent des s
indages dès le

début de l'algorithme. Un autre avantage des ensembles triangulaires est que le nombre de gé-

nérateurs est borné par le nombre de variables. L'étude des idéaux représentés par un ensemble

triangulaire nous a permis de dégager des propriétés plus �nes, trouvant des appli
ations dans

di�érents domaines. Nous avons ainsi nettement amélioré l'e�
a
ité d'algorithmes que nous

avons proposés en géométrie réelle e�e
tive. Notons que les ensembles triangulaires sont un

outil essentiel en algèbre di�érentielle et que le travail mené sur 
e sujet par les membres du

projet béné�
ie dire
tement à la résolution des systèmes algébriques di�érentiels. Par ailleurs,

les dé
ompositions triangulaires sont bien adaptées au problèmes de raisonnement automatique

en géométrie où on a besoin de 
onsidérer les variétés plut�t que les idéaux et de prendre en


ompte les 
as dégénéres
ents qui sont en général représentés séparément du 
as générique

dans les sorties obtenues. Des progrès spe
ta
ulaires ont déjà été a

omplis dans le domaine

de l'e�
a
ité de 
es méthodes. Toutefois il reste en
ore un travail important d'optimisation et

d'implantation �ne de 
es méthodes pour traiter les problèmes industriels.

Faugère a proposé un nouvel algorithme (F

7

) qui 
al
ule une dé
omposition en idéaux

premiers, l'algorithme F

7

étant lui-même basé sur l'algorithme F

5

. L'algorithme F

5

est un

algorithme ré
ent et très e�
a
e qui permet de 
al
uler des bases de Gröbner sans 
al
uls

intermédiaires inutiles en utilisant de façon intensive l'algèbre linéaire 
reuse. L'algorithme

F

7

essaye de 
al
uler une base de Gröbner traditionnelle mais tente de déte
ter les matri
es

singulières qui apparaissent dans F

5

; lorsque 
'est le 
as un s
indage est e�e
tué permettant de


asser prématurément le problème. L'algorithme F

7

utilise également dans sa phase terminale

les travaux ré
ents sur la fa
torisation rapide des polyn�mes

[ASZ00℄

. Un premier prototype

d'implantation de 
et algorithme a été réalisé et montre que bien souvent non seulement le


al
ul est plus rapide qu'un simple 
al
ul de base de Gröbner mais, de plus, la qualité du résultat

[ASZ00℄ J. Abbott, V. Shoup, P. Zimmermann, � Fa
torization in Z[x℄ : the sear
hing phase �, in :

Pro
eedings of ISSAC'2000, C. Traverso (éditeur), p. 1�7, 2000, http://www.shoup.net/papers/

asz.ps.Z.
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est fortement améliorée : le résultat est unique et mathématiquement bien spé
i�é ; la taille du

résultat plus petite (parfois d'un fa
teur 1000), pour 
haque 
omposante la stru
ture du résultat

est plus simple, pour 
haque 
omposante on peut aussi extraire un ensemble triangulaire [1℄

qui est un système de générateurs parti
ulièrement simple (en parti
ulier le nombre d'éléments

est inférieur au nombre de variables).

Toutefois la meilleure façon de représenter mathématiquement et informatiquement une


omposante première est en
ore un problème ouvert : nous 
omptons sur le retour d'expérien
es

provenant des appli
ations a�n de déterminer la meilleure façon d'exprimer les solutions en

fon
tion des besoins de l'algorithme sur les zéros réels.

Le 
ouplage des algorithmes dé
rits dans 
e paragraphe et des algorithmes issus de la

partie réelle 
onstituera, à terme, le noyau informatique d'un solveur 
omplet pour les systèmes

paramétrés.

3.2 Solutions réelles

Mots 
lés : zéros réels, isolation, systèmes algébriques, ensembles semi-algébriques.

Glossaire :

CAD Cylindri
al Algebrai
 De
omposition

Résumé :

L'étude des zéros réels des systèmes algébriques est un sujet plut�t mal 
erné d'un point

de vue algorithmique. Si l'on sait désormais résoudre 
orre
tement les systèmes de dimension

zéro (i.e., admettant un nombre �ni de solutions 
omplexes), il n'en est pas de même pour les

systèmes de dimension positive.

En géométrie réelle e�e
tive, l'obje
tif à long terme de beau
oup d'équipes est la résolu-

tion du problème général d'élimination des quanti�
ateurs. La résolution de 
e problème en

géométrie réelle s'appuie prin
ipalement, d'un point de vue algorithmique, sur la résolution de

systèmes généraux d'égalités et d'inégalités polynomiales (par résolution, on entend dé
ider du

vide et/ou fournir un point par 
omposante 
onnexe).

L'état de l'art sur l'implantation de méthodes résolvant 
e problème est fa
ile à établir.

D'un 
�té, nous avons l'algorithme de dé
omposition 
ylindrique algébrique (
ad)

[Col75℄

qui est la seule méthode viable en pratique mais dont la 
omplexité est désastreuse tant en 
e

qui 
on
erne les 
al
uls qu'en 
e qui 
on
erne la taille des résultats (beau
oup trop de points


al
ulés, 
odage 
omplexe des résultats intermédiaires : polyn�mes à 
oe�
ients dans des tours

d'extensions). Cette méthode est basée sur un traitement ré
ursif en le nombre de variables

des polyn�mes 
onsidérés.

D'un autre 
�té, nous avons un 
ertain nombre de méthodes théoriques de bonne 
omplexité

(au moins en 
e qui 
on
erne la taille de la sortie) essentiellement basées sur l'étude des points


ritiques de fon
tions bien 
hoisies (proje
tion selon un axe, fon
tion distan
e à un point

et
.). Grigoriev et Vorobjov puis di�érents auteurs 
omme en parti
ulier Bashu, Pollak et

Roy ou en
ore Traverso travaillent sur des méthodes basées sur l'étude des points 
ritiques

[Col75℄ G. Collins, � Quanti�er elimination for real 
losed �elds by 
ylindri
al algebrai
 de
omposition �,

Springer Le
ture Notes in Computer S
ien
e 33 33, 1975, p. 515�532.
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de fon
tions bien 
hoisies. Pour illustrer la philosophie générale, on sait par exemple que

l'ensemble des points 
ritiques de la fon
tion de proje
tion par rapport à une 
oordonnée

interse
te 
haque 
omposante 
onnexe de la variété étudiée lorsqu'elle est lisse et bornée. De

plus, on sait fa
ilement modéliser 
es points lorsque la variété est dé�nie par une unique

équation.

Deux avantages importants sont à mettre au 
rédit des méthodes basées sur 
e type de

résultats :

� on se ramène en une étape (et non ré
ursivement) à la résolution de problèmes simples

(résolution de systèmes zéro-dimensionnels),

� la taille de la sortie est bien 
ontr�lée.

Les di�érents auteurs ramènent le 
as général des hypersurfa
es dé�nies par une unique

équation à 
elui d'une hypersurfa
e lisse et bornée, au moyen de déformations in�nitésimales

(une ou deux selon les versions).

Pour généraliser ensuite 
es te
hniques au 
as des systèmes d'équations quel
onques, des

méthodes standards sont employées (prendre la somme des 
arrés des équations par exemple)

et le passage au 
as de systèmes d'inégalités se fait par une nouvelle série de déformations

et/ou de mises en position générale.

Un rapport détaillé dû à Hoon-Hong montre que l'implantation naïve de 
es méthodes

théoriquement bonnes est elle aussi désastreuse (en estimant simplement le temps d'a�
hage

de 
ertains résultats intermédiaires, il 
onstate que sur des problèmes où la 
ad prend moins

d'une se
onde, il faudrait plusieurs milliers d'années aux algorithmes dits théoriquement bons

pour e�e
tuer le 
al
ul). Les mêmes observations peuvent être faites sur les propositions d'al-

gorithmes les plus ré
entes.

En analysant la situation pré
isément, on peut voir que les méthodes de bonne 
omplexité

théorique proposées sou�rent d'une mauvaise 
on
eption au sens informatique du terme. En ef-

fet, la façon dont elles ont été pensées est le re�et d'une démar
he fréquente en mathématiques :

on résout le problème dans une situation parti
ulière où l'on peut soigneusement éviter tous les

ennuis (par exemple en supposant les variétés lisses ou bornées). On se ramène ultérieurement

à 
ette situation par une suite de transformations ayant peu d'in�uen
e sur la 
omplexité théo-

rique, mais 
atastrophiques en pratique : sommes de 
arrés (l'élévation au 
arré ne multipliant

les degrés que par un fa
teur O(1)), déformations in�nitésimales (
ela ne 
hange que le 
oût

e�e
tif des opérations de base bien souvent ignoré dans les 
al
uls de 
omplexité théorique),

utilisation de 
hangements de variables dits génériques qui tuent en général la stru
ture des

équations initiales si bien que l'on se retrouve systématiquement dans le pire des 
as.

Notre obje
tif prin
ipal à 
ourt et moyen terme est de fournir des algorithmes e�
a
es pour

le 
al
ul d'au moins un point par 
omposante 
onnexe pour les variétés algébriques réelles. Ce

type d'outil permettra alors de résoudre pon
tuellement bon nombre de problèmes et, à plus

long terme, servira de base pour la résolution des systèmes d'égalités puis, plus généralement,

pour l'élaboration de méthodes générales pour la résolution du problème d'élimination des

quanti�
ateurs.

Notre idée première est de préserver la philosophie des méthodes théoriquement bonnes

(étude de points 
ritiques de fon
tions bien 
hoisies), assurant une bonne 
omplexité pour la

taille de la sortie, notre but étant d'en rendre possible le 
al
ul exa
t.

Notre point de vue est d'étudier les variétés dans leur globalité et non par proje
tions
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su

essives pour limiter dans un premier temps la taille de la sortie (beau
oup de dis
ussions

de 
as inutiles sont introduites par l'utilisation de proje
tions su

essives). L'idée est de se

ramener autant que faire se peut à la résolution de problèmes simples 
omme la résolution

de systèmes zéro-dimensionnels. De nombreuses études ont déjà été e�e
tuées dans 
e sens et

quelques résultats théoriques intéressants sont disponibles.

3.3 Arithmétiques

Dans la plupart des arithmétiques étudiées, l'essentiel des problèmes se ren
ontre lors de

l'étude des algorithmes de multipli
ation, division et ra
ine 
arrée, 
es deux dernières opéra-

tions pouvant elles-mêmes se ramener à la multipli
ation. Dans le 
as des arithmétiques exa
tes,

selon la taille des objets manipulés (notée n par la suite), on utilise généralement soit une mé-

thode naïve de 
omplexité O(n

2

), soit une méthode de Karatsuba de 
omplexité O(n

1:59

),

pour laquelle les variantes de type Toom-Cook donnent une 
omplexité O(n

log(2r+1)= log(r+1)

),

soit des méthodes basées sur la transformée de Fourier rapide de 
omplexité O

"

(n

1+"

). Le 
as

des arithmétiques appro
hées est similaire, ex
epté que la prise en 
ompte des spé
i�
ités du

problème 
onduit usuellement à de meilleures 
onstantes multipli
atives.

Si relativement peu de résultats nouveaux ont été obtenus 
es dix dernières années pour

les 
al
uls entiers

4

, plusieurs algorithmes originaux ont été inventés pour les 
al
uls �ottants

(astu
e de Karp et Markstein pour la division et la ra
ine 
arrée via l'itération de Newton en

1997

[ePM97℄

produit et division � 
ourts � de Mulders

[Mul00℄

et algorithme rmp de Hanrot-

Quer
ia-Zimmermann en 2000

[HQZ00℄

), 
e qui laisse penser que de nombreux autres résultats

sont à attendre.

Le domaine d'appli
ation de 
es algorithmes est très vaste ; par exemple, l'itération de

Newton est utilisée jusque dans les mi
ropro
esseurs a
tuels pour e�e
tuer les divisions et

ra
ines 
arrées, même en simple pré
ision !

Sur le plan des implantations, d'ex
ellents outils d'arithmétique exa
te sont largement ré-

pandus. Citons par exemple la bibliothèque gnu mp, développée par T. Granlund, qui semble

à l'heure a
tuelle o�rir les meilleures performan
es sur une large palette d'ar
hite
tures 
ou-

rantes.

La situation des arithmétiques appro
hées est bien plus 
omplexe. Le premier problème qui

se pose pour l'utilisateur (mais auquel le développeur n'a hélas pas toujours pensé) est 
elui

de la sémantique des opérations (une dé�nition pré
ise de 
ette sémantique est indispensable

pour garantir un 
omportement déterministe des programmes). Prenons par exemple le 
as

de la multipli
ation de deux nombres �ottants de n bits ; seuls les n premiers bits du résultat

auront un sens, et les méthodes de 
al
ul tenteront souvent d'exploiter le fait que seuls n bits

seront renvoyés ; toutefois, 
ertaines bibliothèques ignorent par là-même 
omplètement toute

4

Citons 
ependant l'algorithme de division rapide à la Karatsuba inventé par Jebelean et 
lari�é par Burnikel

et Ziegler (rapport 98-1-022, MPI Saarbrü
ken, 1998).

[ePM97℄ A. H. K. et P. Markstein, � High-Pre
ision Division and Square Root �, ACM Transa
tions on

Mathemati
al Software 23, 4, 1997, p. 561�589.

[Mul00℄ T. Mulders, � On short multipli
ations and divisions �, AAECC 11, 1, 2000, p. 69�88.

[HQZ00℄ G. Hanrot, M. Quer
ia, P. Zimmermann, � Speeding up the Division and Square Root of

Power Series �, Rapport de re
her
he n

o

3973, 2000, http://www.inria.fr/RRRT/RR-3973.html.
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retenue pouvant surgir de la partie � non signi�
ative �, enta
hant ainsi d'erreur les derniers

bits du résultat retourné.

La dé�nition d'une sémantique pré
ise est parti
ulièrement 
ritique dans le 
as d'algo-

rithmes hybrides, où l'utilisation d'algorithmes appro
hés doit quand même rester dans un


adre où la rigueur est su�sante pour s'aper
evoir le 
as é
héant que les 
al
uls ont perdu

toute signi�
ation.

Historiquement, 
e problème a déjà été ren
ontré pour les nombres �ottants double pré
i-

sion, et a donné lieu, à l'issue de longues tergiversations

5

, à la dé�nition de la norme ieee-754.

Plus ré
emment, on a pu voir �eurir diverses tentatives de généralisations partielles de

la norme ieee-754 en pré
ision arbitraire, ave
 des implantations asso
iées. Au
une n'a à


e jour réussi à s'imposer 
omme standard. On peut 
iter Arithmeti
 Explorer (Université

d'Anvers), Mathemati
a,. . . Les membres de Spa
es ont eux-mêmes implanté une généralisation

de la norme ieee-754, au-dessus de la bibliothèque gmp pré
édemment mentionnée. Cette

bibliothèque, baptisée mpfr (pour Multiple Pre
ision Floating-Point Reliable) est distribuée

ave
 gmp depuis la version 3.1 d'août 2000.

L'arithmétique des 
orps premiers �nis a été bien étudiée, et on sait bien 
omment l'op-

timiser en fon
tion de la 
ara
téristique, en utilisant selon la taille du 
orps, des te
hniques

spé
i�ques ou l'arithmétique des entiers. Mais le problème est plus 
ompliqué pour les exten-

sions de 
orps, qui non seulement dépendent de deux paramètres (la 
ara
téristique et le degré

de l'extension), mais dépendent aussi du 
hoix d'un générateur, qui peut avoir une grande

in�uen
e sur la 
omplexité arithmétique. Il en résulte qu'il y a de nombreuses situations (no-

tamment les 
orps de 
ara
téristique 2 et de taille moyenne qui interviennent en 
ryptologie)

où l'on ne sait pas optimiser 
orre
tement l'arithmétique.

Nos obje
tifs in
luent, le le
teur l'aura 
ompris, l'étude (de la 
on
eption à l'implantation

e�
a
e) d'algorithmes pour diverses arithmétiques exa
tes ou appro
hées. Ces algorithmes

seront, bien entendu, pensés en étroite relation ave
 leur 
adre d'utilisation, à savoir 
ertaines

des méthodes hybrides mentionnées dans la se
tion 3.4.

L'arithmétique peut aussi o�rir des problèmes d'intérêt intrinsèque. Par exemple, autour

de V. Lefèvre, nous visons, en 
ollaboration ave
 le projet Arénaire (INRIA Rh�ne-Alpes et

ENS Lyon) la détermination e�
a
e des pires 
as des fon
tions élémentaires. V. Lefèvre a mis

au point dans sa thèse [8℄ un algorithme performant à base d'approximations polynomiales

hiérar
hiques, mais qui né
essite de � des
endre � jusqu'à une approximation de degré 1, dont

la plage de validité est limitée à de l'ordre de 2

16

points, 
e qui rend la double pré
ision (2

53

points) faisable mais di�
ile, et la quadruple pré
ision (2

113

points) impossible.

Or des travaux ré
ents de Noam Elkies présentés à la 
onféren
e ants iv semblent indiquer

que des méthodes basées sur l'algorithme lll pourraient autoriser l'utilisation d'approxima-

tions de degré 2 voire plus. Si 
ela est possible e�
a
ement, 
ela permettrait de traiter la double

pré
ision de façon routinière, et pourquoi pas d'appro
her la quadruple pré
ision. Notons par

ailleurs que l'algorithme lll est un exemple typique où les méthodes hybrides permettent

d'améliorer grandement les performan
es, même si les problèmes de stabilité numérique ne

sont peut-être pas en
ore tous 
ompris. Cela pourrait donner lieu à une étude approfondie.

5

L'histoire de 
ette norme apparaît sur http://www.
s.berkeley.edu/~wkahan/ieee754status/754story.

html.
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À l'issue de l'étude des pires 
as pour les fon
tions élémentaires, on pourrait envisager �

toujours en 
ollaboration ave
 le projet Arénaire � la réalisation d'une bibliothèque garantis-

sant l'arrondi exa
t sur les fon
tions élémentaires (exp, log, sin, 
os, . . .).

Par ailleurs, ave
 le développement de nos appli
ations en 
ryptologie, il faudra envisager

aussi la réalisation de bibliothèques pour l'arithmétique des di�érents 
orps �nis intervenant

dans 
e domaine.

3.4 Méthodes hybrides

Ces dernières années ont vu l'émergen
e de nombreux algorithmes basés sur des arithmé-

tiques � hybrides �. Une arithmétique hybride 
onsiste en l'utilisation 
onjointe de plusieurs

arithmétiques de base 
omme 
elles mentionnées dans la se
tion 2.4.1. Par exemple, on rem-

pla
e dans un algorithme les 
al
uls entiers par des 
al
uls �ottants, tout en pouvant dé
ider de

la plupart des signes des expressions ren
ontrées � à 
ondition que l'arithmétique �ottante ait

une sémantique pré
ise � et on n'e�e
tue les 
al
uls entiers que dans les rares 
as où l'arithmé-

tique �ottante é
houe. On parle alors d'algorithme hybride symbolique-numérique. Ces algo-

rithmes, lorsqu'ils sont bien 
onçus, permettent de 
ombiner les avantages d'une arithmétique

exa
te (permettant par exemple de tester l'égalité à zéro du résultat) et d'une arithmétique

appro
hée (prin
ipalement la rapidité).

Les algorithmes hybrides 
onstituent un sujet de re
her
he parti
ulièrement a
tif ; notons en

parti
ulier que le 
omité d'organisation permanent de la 
onféren
e issa
 a dé
idé d'en
ourager

les re
her
hes autour de 
e type d'algorithmes, ave
 la 
réation dès 2001 de divers prix pour

des travaux dans 
e domaine.

On peut également utiliser des arithmétiques hybrides lors d'une pré-exé
ution pour pro-

duire des � tra
es de 
al
ul �. Ainsi un premier 
al
ul de base de Gröbner ave
 des 
oe�
ients

�ottants va produire une � tra
e � des paires 
ritiques ayant 
onduit ou non à des polyn�mes

nuls. Cette tra
e est ensuite réutilisée pour � guider � les 
al
uls � beau
oup plus 
oûteux �

ave
 des 
oe�
ients entiers, et don
 éliminer la plupart des 
al
uls � inutiles �. Cette te
hnique

est pertinente pour tous les algorithmes opérant sur des ensembles, où l'ordre des opérations

est a priori indi�érent, mais joue un r�le important et imprévisible en pratique.

Notre obje
tif prin
ipal est de poursuivre l'e�ort entrepris depuis quelques années pour

mettre au point des algorithmes hybrides ayant une meilleure e�
a
ité à la fois théorique

et pratique. Cet e�ort porte à la fois sur les arithmétiques elles-mêmes (voir se
tion 3.3) et

leur utilisation pour la résolution de systèmes polynomiaux. Citons pour 
ette se
onde partie

un nouvel algorithme hybride d'isolation des ra
ines réelles d'un polyn�me de Z[x℄ [46℄. Pour

les algorithmes hybrides entiers-�ottants, nous basons nos implantations sur la bibliothèque

mpfr [47℄. Nous essayons également d'étendre nos investigations à des arithmétiques hybrides

non-
lassiques, par exemple l'utilisation 
onjointe de �ottants et de nombres modulaires, de

nombres p-adiques, et
.

4 Domaines d'appli
ations

Dans la se
tion 2.5, nous avons dé
rit le r�le et l'importan
e des appli
ations pour notre

projet, ainsi que la variété des domaines s
ienti�ques 
on
ernés. Dans 
ette se
tion, nous nous
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sommes don
 limités aux appli
ations les plus importantes, auxquelles des membres du projet


onsa
rent une part appré
iable de leur a
tivité.

Il s'agit de la simulation et du 
ontr�le des robots parallèles (se
tion 4.1), du raisonnement

géométrique (se
tion 4.2), de la 
ryptologie (se
tion 4.3) et de la mé
anique 
éleste (se
tion 4.4).

4.1 Robots parallèles

Mots 
lés : robot parallèle, plani�
ation de traje
toires, étalonnage, 
al
ul exa
t.

Parti
ipants : David Daney, Jean-Charles Faugère, Lu
 Rolland, Fabri
e Rouillier.

Glossaire :

MGD Modèle Géométrique Dire
t

Les manipulateurs que nous étudions sont des robots parallèles généraux : les hexapodes

sont des mé
anismes 
omplexes 
onstitués de six 
haînes 
inématiques souvent identiques,

d'une base (
orps rigide �xe 
omprenant six joints ou arti
ulations) et d'une na
elle (
orps

rigide mobile 
ontenant six autres joints).

La 
on
eption et l'étude de robots parallèles né
essitent l'établissement et la résolution

de modèles géométriques dire
ts (
al
ul des 
oordonnées absolues des points d'atta
he de la

plateforme 
onnaissant la position et la géométrie de la base, la géométrie de la plateforme

ainsi que les distan
es entre les points d'atta
he des 
haînes 
inématiques à la base et à la

na
elle) et inverses (distan
es entre les points d'atta
he des 
haînes 
inématiques à la base et

à la na
elle 
onnaissant la position absolue de la base et de la na
elle). Le modèle géométrique

dire
t se résout fa
ilement. C'est par 
onséquent sur la résolution du modèle géométrique dire
t

que portent nos e�orts.

L'étude du modèle géométrique dire
t pour les robots parallèles est une a
tivité ré
urrente

de plusieurs membres du projet. On peut dire que les progrès e�e
tués dans 
e domaine illus-

trent parfaitement l'évolution des méthodes de résolution des systèmes algébriques. L'intérêt

porté à 
e sujet est an
ien. Les premiers travaux auxquels ont parti
ipé des membres du projet

[5, 6℄ ont essentiellement porté sur l'étude du nombre de solutions (
omplexes) du problème.

Ils ont souvent été illustrés par des 
al
uls de bases de Gröbner e�e
tués ave
 le logi
iel Gb

(voir se
tion 5.2). Un des points remarquables de 
ette étude est 
ertainement la 
lassi�
ation

proposée dans [3℄. Les e�orts suivants ont porté sur les ra
ines réelles et le 
al
ul e�e
tif des

solutions [9℄. Les études se sont ensuite poursuivies au gré des divers progrès algorithmiques

réalisés, jusqu'à 
e que les outils développés permettent d'appréhender des problèmes non a
a-

démiques. C'est alors (1999) que les divers e�orts se sont 
on
rétisés par un 
ontrat industriel

ave
 la PME vosgienne CMW (Constru
tions Mé
aniques des Vosges Marioni) pour l'élabora-

tion d'un robot dédié aux ma
hines-outils. De nouveaux problèmes apparaissent désormais et


on
ernent deux de nos dire
tions de re
her
he :

� le 
al
ul en temps réel du modèle géométrique dire
t. Ce
i pourrait se faire en parti
ulier

en générant des programmes de 
al
ul numérique à partir d'un 
al
ul exa
t su�samment

générique (base de Gröbner).

� l'étude de systèmes de dimension positive pour, par exemple, pouvoir traiter des infor-

mations dépendant du temps (dimension 1) ou en
ore permettre de relâ
her 
ertains

paramètres du problème pour mieux les étudier.
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4.2 Raisonnement géométrique

Mots 
lés : preuve de théorème, dé
ouverte automatique de théorème, géométrie

di�érentielle, 
lassi�
ation de nombre de solutions réelles, interpolation de Birkho�.

Parti
ipants : Philippe Aubry, Daniel Lazard, Fabri
e Rouillier, Mohab Safey El Din,

Dongming Wang.

Glossaire :

CAGD Computer-Aided Geometri
 Design

Résumé : Des méthodes et logi
iels développés dans notre équipe ont été améliorés

et étendus pour l'appli
ation au raisonnement géométrique. En parti
ulier, nous

avons dé
ouvert et prouvé plusieurs théorèmes en géométrie di�érentielle, résolu un

problème géométrique soulevé par deux 
her
heurs 
hinois, ainsi que le problème

d'interpolation de Birkho�.

Le raisonnement géométrique est un sujet de re
her
he fondamental où la résolution al-

gébrique (base de Gröbner, ensemble triangulaire, résolution réelle) a trouvé une appli
ation

importante. Il a de nombreuses appli
ations dans le domaine de la géométrie informatique,

en parti
ulier en CAGD (résolution des 
ontraintes géométriques) et en vision par ordinateur

(ajustement de modèles, dérivation des propriétés géométriques, et
.). Le problème du raison-

nement géométrique 
onsiste à étudier et établir automatiquement des relations entre objets

géométriques, par exemple à prouver un théorème ou dé
ouvrir une relation géométrique in
on-

nue. Il s'agit d'attaquer 
e problème par des méthodes algébriques en traduisant des relations

géométriques en expressions algébriques.

Par exemple, nous avons développé des méthodes et outils d'élimination di�érentielle pour

prouver des théorèmes et dériver des relations géométriques dans la théorie lo
ale des surfa
es

en géométrie di�érentielle [29℄. Plusieurs nouveaux théorèmes ont été établis au moyen de

nos méthodes et expérimentations. Une appli
ation de l'ensemble des méthodes et te
hniques

développées ré
emment dans notre équipe permet de résoudre systématiquement un autre

problème géométrique (la détermination du nombre de solutions réelles d'un système dépendant

de paramètres en fon
tion de 
es paramètres) soulevé par deux 
her
heurs 
hinois [37℄. Nous

avons également réussi à résoudre le problème d'interpolation de Birkho� par la méthode des

points 
ritiques [40℄.

4.3 Cryptologie

Mots 
lés : 
ryptologie, système à 
lé publique, ja
obienne de 
ourbe algébrique.

Parti
ipants : Magali Bardet, Abdolali Basiri, Jean-Charles Faugère, Ni
olas Gurel,

Guillaume Hanrot.

Glossaire :

HFE Hidden Field Equation

Résumé : La 
ryptologie est le domaine de l'informatique qui s'intéresse aux pro-

blèmes de sé
urité de l'information sous un sens général. Dans le 
adre de Spa
es,
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nous nous intéressons aux appli
ations de nos méthodes dans 
e domaine, qui se

situent prin
ipalement dans le domaine des 
ryptosystèmes à 
lé publique.

Les travaux dans 
e domaine d'appli
ation en sont en
ore à leurs débuts ; ils se situent dans

le 
adre de l'a
tion PolyCrypt de l'A
tion Con
ertée In
itative (ACI) Cryptologie (voir 8.2).

L'importan
e 
ryptographique 
roissante prise par les ja
obiennes de 
ourbes algébriques

sur les 
orps �nis, au moins dans une logique prospe
tive, rend de plus en plus fréquent d'avoir

a�aire à de tels idéaux dans les 
orps de fon
tions des 
ourbes ou de leurs ja
obiennes. Cal
uler

dans de tels 
orps de fon
tions peut se faire en manipulant des idéaux d'algèbres de polyn�mes.

Des travaux en préparation améliorent les meilleurs algorithmes 
onnus dans le 
as de 
ertaines

familles parti
ulières de 
ourbes.

En outre, les avan
ées sur le 
al
ul du nombre de points de 
es 
ourbes en grande 
ara
-

téristique, indispensable si l'on souhaite s'assurer que le système ne présente pas une faille

grossière, semblent a
tuellement passer par les généralisations de l'algorithme de S
hoof (utili-

ser l'a
tion de l'endomorphisme sur le module de Tate T

l

(J)), 
e qui impose de savoir 
al
uler

e�
a
ement modulo les idéaux de l-torsion, qui sont des idéaux d'une algèbre de polyn�mes

en plusieurs variables. Ce problème d'e�
a
ité, a
tuellement non résolu, est très limitant.

La di�
ulté supposée des problèmes de résolution de systèmes polynomiaux a 
onduit

à l'élaboration de 
ryptosystèmes dont la sé
urité repose, en parti
ulier, sur la di�
ulté à

résoudre des systèmes polynomiaux sur les 
orps �nis. Notons que la di�
ulté pré
ise de


es problèmes est en
ore mal 
omprise ; généralement la taille de la sortie (base de Gröbner)

peut être exponentielle (voire doublement exponentielle dans 
ertains 
as très spé
i�ques)

même si en pratique on 
onstate un meilleur 
omportement moyen. L'un de nos obje
tifs est

d'entreprendre une étude plus systématique du 
ryptosystème HFE de Patarin.

4.4 Mé
anique Céleste

Mots 
lés : mé
anique 
éleste, 
on�guration 
entrale.

Glossaire :


on�guration 
entrale Con�guration de n 
orps gravitationnels, telle que toutes les

a

élérations sont dirigées vers le 
entre de masse et proportionnelles à la distan
e à 
e 
entre.

Une 
on�guration 
entrale plane reste semblable à elle-même au 
ours du temps.

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère, Daniel Lazard.

L'étude du mouvement de plusieurs masses pon
tuelles soumises à l'attra
tion newtonienne

est un problème très an
ien

[Eul60℄

. Devant la di�
ulté du problème (dès que l'on a plus de trois


orps le système di�érentiel dé
rivant le mouvement est non intégrable analytiquement) il ap-

paraît naturel de se restreindre aux solutions � simples �de 
es équations di�érentielles. Ainsi

la re
her
he des 
on�gurations 
entrales, permet de se ramener à l'étude d'un problème algé-

brique. Toutefois l'étude de 
es systèmes algébriques est parti
ulièrement di�
ile en parti
ulier

[Eul60℄ L. Eulerus, Opera omnia. Series se
unda (Opera me
hani
a et astronomi
a), Vol. XXV: Com-

mentationes astronomi
ae ad theoriam perturbationum pertinentes, Vol. primum, Au
toritate et

impensis So
ietatis S
ientiarum Naturalium Helveti
ae. Orell Füssli, Zuri
h, 1960, 
h. Considera-

tiones de motu 
orpurum 
oelestium, version originale en 1762.
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à 
ause du degré élevé des équations de départ. Les membres de l'équipe 
ollaborent sur 
e

sujet, depuis plusieurs années, ave
 des 
her
heurs du Bureau des Longitudes de l'Observatoire

de Paris (autour d'Alain Albouy). Cette 
ollaboration a donné lieu à une thèse 
o-en
adrée

(Ilias Kotsireas).

Plus ré
emment, les progrès algorithmiques du projet nous ont permis de faire progresser

sensiblement 
ette question : Nous avons 
omplètement déterminé, en fon
tions des di�érentes

masses, le nombre des 
on�gurations 
entrales de 4 
orps ayant un axe de symétrie, de masses

m

1

, m

2

, m

3

, m

4

(ave
 la 
ontrainte m

3

= m

4

= 1). Il y a une, trois ou 
inq 
on�gurations

possibles, suivant la position du point (m

1

;m

2

) par rapport à une 
ourbe délimitant des régions

du plan où la nature et le nombre des solutions 
hangent. Cette 
ourbe est dé�nie par un

polyn�me à deux variables de degré 424 de plus de 50 000 termes, et qui o

upe 10 Mo sur un

disque. Le tra
é de 
ette 
ourbe est un des problèmes qui nous ont 
onduits à mettre au point

le logi
iel t
i (se
tion 5.7). C'est également la résolution de 
et exemple qui nous a amenés

à mettre au point un algorithme général de résolution de systèmes dépendant de paramètres

(se
tion 6.2).

Cette appli
ation est au 
entre de l'a
i � jeunes 
her
heurs �dont l'équipe est béné�
iaire

(2001�2004) (se
tion 8.2) .

5 Logi
iels

L'obje
tif prin
ipal de l'a
tivité logi
ielle du projet est la réalisation informatique de nou-

veaux algorithmes améliorant l'e�
a
ité des 
al
uls ou leur domaine d'appli
ation.

Le degré de développement et de di�usion de nos logi
iels permet une première 
lassi�
a-

tion, suivant qu'il s'agisse de prototypes restreints à l'usage de leurs auteurs, ou qu'ils soient

plus ou moins di�usés. Cette 
lassi�
ation est destinée à évoluer ave
 le temps.

Une autre 
lassi�
ation naturelle de nos logi
iels réside dans leur lien ave
 notre re
her
he

algorithmique. En e�et, à 
�té des logi
iels dire
tement liés à notre a
tivité de re
her
he,

l'équipe est amenée à développer d'autres logi
iels ayant leur intérêt propre, qu'il s'agisse de

logi
iels d'infrastru
ture (gestionnaire de mémoire, proto
ole de 
ommuni
ation) ou de logi
iels

permettant d'appliquer nos algorithmes à des problèmes spé
i�ques. Cette 
lassi�
ation est

dans une 
ertaine mesure arbitraire, notamment en 
e qui 
on
erne l'arithmétique qui est

au 
entre des re
her
hes de 
ertains membres du projet, et qui fait partie de l'infrastru
ture

pour d'autres. De même, la simulation du robot parallèle Hexapode n'était, au début, qu'une

appli
ation ; mais le travail né
essité s'avère si importante qu'il est sus
eptible de devenir un axe

de re
her
he autonome pour notre équipe. Malgré 
et arbitraire relatif, 
'est 
ette 
lassi�
ation

qui stru
ture la des
ription détaillée suivante.

5.1 MPFR/MPFI

mpfr et mpfi sont des logi
iels fondamentaux de l'équipe.

Mots 
lés : arithmétique d'intervalles, pré
ision arbitraire, arrondi exa
t.

Glossaire :

GMP GNU Multi-Pre
ision library
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mpfr Multi-Pre
ision Floating point Reliable arithmeti


mp� Multi-Pre
ision Floating point Interval arithmeti


Parti
ipants : David Daney, Guillaume Hanrot, Vin
ent Lefèvre, Yves Pétermann,

Jean-Lu
 Rémy [avant-projet Adage℄, Fabri
e Rouillier, Paul Zimmermann.

mpfr est une bibliothèque de 
al
ul �ottant en pré
ision arbitraire. Basée sur la biblio-

thèque GMP, elle garantit 
e qu'on appelle l'� arrondi exa
t �, à savoir que le résultat de 
haque

opération est le nombre �ottant, représentable dans la pré
ision donnée, qui soit le plus pro
he

du résultat exa
t. Au 
ours de l'année 2001, les opérations de base (addition, soustra
tion,

multipli
ation, division) ont été 
omplètement réé
rites, et les implantations 
orrespondantes

dé
rites dans un do
ument en 
ours de réda
tion, a�n de permettre une preuve formelle de


es implantations. En outre, dans le 
adre du post-do
torat de D. Daney, la plupart des fon
-

tions mathématiques du standard C9X ont été implantées (fon
tions hyperboliques et leurs

inverses, fon
tions trigonométriques et leurs inverses, logarithme et exponentielle en base 2

et 10, puissan
e, et
.). En�n, la plage d'exposants autorisés peut maintenant être dé�nie par

l'utilisateur, et un mé
anisme de débordement (over�ow/under�ow) a été implanté. La version

a
tuelle (environ 15000 lignes de 
ode, plus autant de lignes de test) sera distribuée ave
 la

pro
haine version de GMP. En o
tobre 2001, Y. Pétermann, 
her
heur de l'Université de Ge-

nève invité par l'INRIA, a travaillé ave
 J.-L. Rémy (avant-projet Adage) sur l'implantation

de la fon
tion zêta de Riemann en mpfr.

mpfi est une bibliothèque d'arithmétique d'intervalles, é
rite en C (environ 1000 lignes),

basée sur mpfr et développée en 
ollaboration ave
 N. Revol (a
tuellement en délégation

dans le projet Arénaire à Lyon). Initialement, mpfi a été développée pour les besoins d'un

nouvel algorithme hybride pour l'isolation de zéros réels de polyn�mes. Les fon
tionnalités

sont a
tuellement étendues pour permettre l'implantation et l'adaptation d'autres méthodes de

résolution (prin
ipalement basées sur l'algorithme de Newton) mais le 
ode est déjà disponible

et do
umenté.

5.2 Gb/FGb

Les logi
iels Gb/FGb sont des logi
iels fondamentaux de l'équipe.

Mots 
lés : Gröbner, interfa
e, logi
iel.

Parti
ipant : Jean-Charles Faugère.

Gb est un logi
iel pour le 
al
ul de bases de Gröbner développé en C++ (100000 lignes). Ce

logi
iel est très stable et fait l'objet d'une di�usion par le Web. Il est interfa
é ave
 plusieurs

logi
iels de 
al
ul formel (Maple, MuPAD et Axiom) et ave
 les logi
iels RealSolving et

RS. FGb est un nouveau logi
iel expérimental (91000 lignes de C) dans lequel sont implantés

les nouveaux algorithmes F

4

, F

5

et F

7

. Il est interfa
é ave
 Maple et utilisable via le Web.

Toutefois son aspe
t expérimental n'en permet pas en
ore une di�usion générale.

5.3 RS/RealSolving

Les logi
iels RS et RealSolving sont des logi
iels fondamentaux de l'équipe.
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Mots 
lés : zéro réel, système de dimension zéro, polyn�me en une variable.

Parti
ipant : Fabri
e Rouillier.

RS est un logi
iel dédié à l'étude des zéros réels des systèmes algébriques. Il est entièrement

développé en C (100000 lignes environ) et su

ède à RealSolving développé lors des projets

européens PoSSo et FRISCO. RS 
ontient prin
ipalement des fon
tions pour le 
omptage et

l'isolation des zéros réels de systèmes algébriques admettant un nombre �ni de ra
ines 
om-

plexes. Les interfa
es utilisateur de RS sont entièrement 
ompatibles ave
 
elles de Gb/FGb

(ASCII, MuPAD, Maple). RS est utilisé dans le projet depuis plusieurs mois et une version

de développement a été mise à disposition de diverses équipes. La version a
tuelle semble

su�samment stable pour être di�usée.

5.4 CharSets/Epsilon

Les logi
iels CharSets/Epsilon sont des logi
iels fondamentaux de l'équipe.

Mots 
lés : ensemble 
ara
téristique, ensemble triangulaire, dé
omposition de système

polynomial, dé
omposition primaire, fa
torisation algébrique, preuve de théorème, dessin

automatique.

Parti
ipant : Dongming Wang.

Résumé : Nous avons uniformisé, testé, et 
omplété la do
umentation de Char-

Sets, geother et de deux modules d'ensembles triangulaires.

Le module CharSets est une implantation 
omplète de la méthode des ensembles 
ara
té-

ristiques ou triangulaires (voir se
tion 3.1). Ses versions 1.0, 1.1 et 1.2 sont in
luses dans la

bibliothèque partagée de Maple et distribuées mondialement depuis 1991. La version 
ourante

CharSets 2.0 est disponible sur le web (http://
alfor.lip6.fr/~wang/
harsets.html) pour

des utilisations a
adémiques. Les di�érents algorithmes implantés dans CharSets sont basés

sur le 
al
ul d'ensembles 
ara
téristiques de Wu [13, 41℄.

Epsilon est une bibliothèque d'outils pour l'élimination polynomiale, en
ore en dévelop-

pement. Elle sera 
onstituée d'une nouvelle version du module CharSets, de l'environnement

geother

[CGL

+

00℄

(http://
alfor.lip6.fr/~wang/GEOTHER/) 
onçu et implanté pour la ma-

nipulation et la preuve de théorèmes géométriques, et de modules qui implantent deux mé-

thodes d'ensembles triangulaires proposées par D. Wang. Epsilon permet de

� triangulariser des systèmes quel
onques de polyn�mes à plusieurs variables,

� dé
omposer de tels systèmes en systèmes triangulaires de di�érentes sortes (réguliers,

simples, irrédu
tibles, ou munis de propriétés de proje
tion), et don
 les résoudre,

� dé
omposer des variétés algébriques en 
omposantes irrédu
tibles ou équidimensionnelles,

� dé
omposer des idéaux polynomiaux en 
omposantes primaires,

� fa
toriser des polyn�mes sur des extensions algébriques su

essives de 
orps,

� prouver des théorèmes géométriques et dessiner des diagrammes automatiquement,

[CGL

+

00℄ S.-C. Chou, X.-S. Gao, Z. Liu, D.-K. Wang, D. Wang, � Geometri
 Theorem Provers and

Algebrai
 Equations Solvers �, in : Mathemati
s Me
hanization and Appli
ations, X.-S. Gao et

D. Wang (éditeurs), A
ademi
 Press, London, 2000.
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� traduire des spé
i�
ations géométriques en expressions algébriques et en langue naturelle

automatiquement, et

� a

omplir une partie des tâ
hes 
i-dessus pour des systèmes de polyn�mes di�érentiels

ordinaires.

5.5 UDX

udx est un logi
iel d'infrastru
ture de l'équipe.

Mots 
lés : proto
ole binaire, e�
a
ité, portabilité.

Glossaire :

udx Universal Data eX
hange

XDR eXternal Data Representation

Parti
ipants : Fabri
e Rouillier, Jean-Charles Faugère.

udx est un logi
iel pour l'é
hange de données binaires. Il a été implanté à l'origine pour

montrer la puissan
e d'un nouveau proto
ole, objet d'un dép�t de brevet par l'INRIA et

l'UPMC (numéro de dép�t 99 08172, 1999). Le 
ode résultant, é
rit en C ansi, est très portable

et d'une e�
a
ité 
ertaine, même lorsque le proto
ole breveté n'est pas utilisé. udx est 
omposé

de 
inq modules indépendants :

� base : système optimisé de tampons et de syn
hronisation des entrées et sorties ;

� supports : opérations de le
ture/é
riture sur des supports variés (so
kets, �
hiers, mé-

moire partagée, et
.) ;

� proto
oles : proto
oles d'é
hanges variés (proto
ole breveté, XDR, et
.) ;

� é
hanges de types 
omposites : �ottants simple et double pré
ision, entiers, rationnels,

�ottants multi-pré
ision ;

� interfa
es : interfa
es utilisateur de haut niveau faisant appel aux quatre autres modules.

udx est utilisé dans le projet pour interfa
er les di�érents 
omposants logi
iels entre eux ou

ave
 des outils de 
al
ul extérieurs (MuPAD par exemple). L'appli
ation la plus spe
ta
ulaire

utilisant udx est 
ertainement l'interfa
e entre les logi
iels MuPAD et S
ilab.

5.6 Interfa
es

Ces interfa
es sont des logi
iels d'infrastru
ture de l'équipe.

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère, Fabri
e Rouillier.

A�n de rendre aisée l'utilisation des divers logi
iels développés dans le projet, des 
onven-

tions d'é
hanges de �
hiers ASCII et binaires ont déjà été mises au point et permettent une

utilisation souple des serveurs de 
al
ul Gb/FGb/RS.

5.7 Tra
é de 
ourbes impli
ites (TCI)

t
i est un logi
iel d'appli
ation de l'équipe.
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Mots 
lés : 
ourbe impli
ite, tra
é 
erti�é.

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère, Daniel Lazard, Fabri
e Rouillier.

Dès qu'il s'agit d'appli
ations réelles, les polyn�mes issus de pro
édés d'élimination (bases

de Gröbner, ensembles triangulaires) sont très souvent trop gros pour pouvoir être étudiés par

les outils généraux de 
al
ul formel. Dans le 
as de polyn�mes en 2 variables, un tra
é 
erti�é

su�t dans beau
oup de 
as pour résoudre le problème étudié (
'est le 
as notamment pour


ertaines appli
ations en mé
anique 
éleste). Ce type de tra
é est maintenant possible grâ
e

aux di�érents outils développés dans le projet.

5.8 Simulateur de plani�
ation de traje
toires (SPT)

spt est un logi
iel d'appli
ation de l'équipe.

Le projet SPT a pour but d'homogénéiser et d'exporter l'ensemble des outils développés

dans le 
adre de nos appli
ations en robotique parallèle. Les 
omposants logi
iels de SPT sont

essentiellement des implantations en C suivant les standards du logi
iel RS, des algorithmes

é
rits en MuPAD ou Maple utilisant les prototypes d'interfa
es pourGb et RS. L'en
apsulation

de tous 
es 
omposants dans une distribution unique ne posera don
 au
un problème et est

plani�ée à 
ourt terme (début 2002). Un des obje
tifs (moyen et long terme) est également

d'intégrer ou d'interfa
er 
e produit ave
 des 
omposants extérieurs (prin
ipalement développés

dans l'avant-projet COPRIN à Sophia Antipolis), de sorte à fournir une solution globale pour

l'étude des manipulateurs parallèles.

6 Résultats nouveaux

6.1 Bases de Gröbner

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère, Magali Bardet, Gwenolé Ars, Abdolali Basiri.

Mots 
lés : base de Gröbner, paramètre, groupe 
y
lique, ra
ine 
y
lique.

Une base de Gröbner n'est souvent pas la meilleure façon de représenter les solutions d'un

système algébrique. Toutefois l'expérien
e montre que, d'une part, 
'est l'objet que l'on peut


al
uler le plus e�
a
ement a
tuellement et que, d'autre part, à partir d'une base de Gröbner

(ordre lexi
ographique) il est relativement aisé de 
al
uler une forme plus 
ommode à utiliser

(ensemble triangulaire, RUR, . . .). Le premier résultat obtenu est une variante de l'algorithme

F

5

très e�
a
e sur presque tous les systèmes. C'est ainsi que les problèmes servant de test de

référen
e (Cy
li
 9 et Cy
li
 10) ont été traités ave
 su

ès [33℄. Cela permet de gagner un

ordre de grandeur par rapport à l'algorithme F

4

et 
e aussi bien pour les systèmes de dimension

zéro que pour les systèmes de dimension positive. Ainsi Cy
li
 9 est un système de dimension

positive (dimension 2) et Cy
li
 10 admet 34940 solutions 
omplexes.

6.2 Systèmes dépendant de paramètres

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère, Daniel Lazard, Magali Bardet, Gwenolé Ars,
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Abdolali Basiri.

Nous avons proposé une méthode pour résoudre des systèmes dépendant de paramètres

pour un grand nombre de valeurs de 
eux-
i : le 
al
ul est e�e
tué une première fois à l'aide

du programme FGb sur une instan
e du problème. Ce programme génère une tra
e du 
al
ul

sous forme de programme C 
ontenant uniquement des opérations arithmétiques élémentaires.

Le programme ainsi généré est ensuite 
ompilé et peut être exé
uté très rapidement pour

d'autres valeurs des paramètres. Cette méthode a été employée pour générer un programme

permettant le dé
odage d'un 
ode 
orre
teur (temps d'exé
ution 10

�4

se
) et un programme

e�e
tuant le 
al
ul de toutes les solutions d'un robot parallèle (10

�3

à 10

�2

se
onde). Le

passage de l'appli
ation en robotique au dé
odage d'un 
ode 
orre
teur né
essite simplement

de 
hanger l'arithmétique. Le logi
iel FGb permet le 
hoix de 18 arithmétiques (entiers, 
orps

�nis, arithmétiques hybrides).

Dans 
ertains 
as, on peut également utiliser les te
hniques de bases de Gröbner pour

générer des formules qui sont ensuite évaluées pour un jeu de paramètres. C'est 
e qui a été

fait pour le 
al
ul dans les groupes ja
obiens de 
ourbes super-elliptiques (généralisation de

l'arithmétique des 
ourbes elliptiques). Les formules ainsi produites permettent de 
ompter ave


pré
ision le nombre d'opérations (additions et multipli
ations) et de générer un programme

très e�
a
e (10

�5

se
onde pour faire une addition dans le groupe d'une 
ourbe C

34

).

Par ailleurs, nous avons développé un algorithme général pour 
al
uler, en fon
tion des

paramètres, le nombre de solutions réelles d'un système d'équations polynomiales qui satisfont


ertaines inégalités. Cet algorithme se dé
ompose en deux grandes étapes, la dé
omposition en


omposantes irrédu
tibles des solutions 
omplexes, suivie d'un algorithme adapté aux idéaux

premiers.

La première étape est dé
rite et illustrée sur un exemple de géométrie élémentaire dans [37℄.

La deuxième étape, te
hniquement beau
oup plus 
omplexe, a été appliquée à un problème de

mé
anique 
éleste (voir se
tion 4.4). Un arti
le est en 
ours de réda
tion pour à la fois dé
rire

et démontrer 
et algorithme, et l'illustrer par 
ette appli
ation.

6.3 Zéros réels des systèmes de dimension positive

Mots 
lés : 
omposante 
onnexe, zéro réel, système algébrique, point 
ritique.

Parti
ipants : Philippe Aubry, Fabri
e Rouillier, Marie-Françoise Roy, Mohab Safey El

Din.

Dans [23℄, nous développons un algorithme pour le 
al
ul d'au moins un point sur 
haque


omposante 
onnexe pour toute variété dé�nie par une seule équation. Le prin
ipe en est

simple : on 
al
ule les points 
ritiques de la fon
tion distan
e à un point bien 
hoisi de manière

à se ramener à l'étude d'un système zéro-dimensionnel, lorsque la variété étudiée ne 
ontient

qu'un nombre �ni de points singuliers. Dans le 
as 
ontraire (et uniquement dans 
e 
as),

l'algorithme proposé e�e
tue une (et une seule) déformation in�nitésimale.

Ces travaux ont été 
omplétés par un algorithme 
erti�é 
al
ulant une Représentation

Univariée Rationnelle d'un système d'équations polynomiales de dimension zéro à 
oe�
ients

in�nitésimaux. Ce
i a permis d'implanter (en Magma) dans son intégralité l'algorithme proposé
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dans [23℄ a�n de le tester, y 
ompris dans les 
as pathologiques.

Parallèlement, nous avons 
onsolidé les résultats de [42℄. L'obje
tif de 
es travaux vise à

explorer une alternative aux déformations in�nitésimales, pour la gestion des singularités. L'al-

gorithme obtenu ne prend plus en entrée une unique équation, mais un système d'équations

polynomiales. Le prin
ipe 
onsiste toujours à 
al
uler les points 
ritiques d'une fon
tion bien


hoisie (distan
e à un point), mais lorsque des singularités sont présentes dans la variété de

départ, 
elles-
i sont étudiées 
omme une variété algébrique à part entière, de dimension stri
-

tement inférieure à 
elle de la variété initiale. Cet algorithme e�e
tue don
 une indu
tion sur

la dimension des variétés intermédiaires apparaissant en 
ours de 
al
ul. Un premier prototype

(en Maple, sur la base des logi
iels Gb/RS) de 
et algorithme a été implanté. Nous avons par

ailleurs proposé plusieurs variantes de 
et algorithme pour :

� étudier les variétés algébriques réelles 
ompa
tes ;

� substituer aux 
al
uls de bases de Gröbner des 
al
uls d'ensembles triangulaires.

Dans [40℄, nous 
omparons expérimentalement les deux appro
hes algorithmiques de [23℄

et [42℄ sur le problème d'interpolation de Birkho� (il s'agit de dé
ider si une variété dé�nie

par une unique équation admet des solutions réelles). Certaines de 
es variétés admettent une

in�nité de singularités. Pour 
elles-
i, la deuxième stratégie s'est avérée plus e�
a
e (pour


ertains exemples, notre prototype permet de 
on
lure en quelques dizaines de se
ondes, là où

la première stratégie ne le permet pas).

Ces tests ont été élargis à des systèmes polynomiaux 
onnus et ont montré que nos algo-

rithmes sont 
onsidérablement plus e�
a
es que la 
ad. L'ensemble de 
es résultats est exposé

dans [14℄.

Le travail a
tuellement en 
ours donne une bonne idée de l'ampleur de la tâ
he à a

omplir

dans 
e domaine. En e�et, le 
al
ul des objets mathématiques de base intervenant dans les

algorithmes envisagés (prin
ipalement des dé
ompositions du radi
al d'un idéal en 
omposantes

équidimensionnelles) est 
onsidéré a
tuellement 
omme déli
at. Mais notre travail met surtout

en éviden
e l'interse
tion très forte entre les divers thèmes de re
her
he du projet : la plupart

des méthodes à l'étude font appel de manière 
onséquente à des algorithmes de dé
omposition

d'idéaux ou de variétés (dé
omposition en idéaux premiers, ensembles triangulaires, et
.), et

leur étape �nale né
essite d'isoler les zéros réels de polyn�mes en une variable.

6.4 Polyn�mes univariés

Mots 
lés : zéro réel, isolation, fa
torisation, résolution par radi
aux, 
orps �ni.

Parti
ipants : Ethan Cotterill [stagiaire MIT℄, Guillaume Hanrot, Fabri
e Rouillier,

Paul Zimmermann.

Résumé : Deux types de résultats ont été obtenus sur l'étude des ra
ines des po-

lyn�mes en une variable. D'une part, nous avons revisité l'algorithme d'Uspensky

mis au point par Collins et Akritas en proposant une nouvelle variante, optimale

en o

upation mémoire. Nous avons 
ette année étendu 
es résultats en mettant

au point une version hybride (utilisant une arithmétique �ottante) et généralisé

l'utilisation de 
es te
hniques au 
as des polyn�mes à 
oe�
ients algébriques réels.
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D'autre part, des résultats ont été obtenus sur la fa
torisation de polyn�mes

sur les extensions algébriques de Q (
orps de nombres) ou l'expression de ra
ines

d'équations par radi
aux quand 
ela est possible.

6.4.1 Zéros réels

Dans [46℄, nous proposons une des
ription uni�ée de l'ensemble des variantes de l'algo-

rithme d'Uspensky pour l'isolation des zéros réels (par des intervalles à bornes rationnelles)

de polyn�mes en une variable à 
oe�
ients dans un 
orps ar
himédien. L'ensemble des outils

introduits nous a permis de produire une nouvelle variante de l'algorithme, utilisant le même

nombre d'opérations arithmétiques que les variantes les plus e�
a
es, mais optimale en o
-


upation mémoire. Ce progrès 
onsidérable permet de traiter maintenant de nouvelles 
lasses

d'exemples jusqu'alors ina

essibles (polyn�mes orthogonaux de degré 1000, polyn�mes issus

de pro
essus d'élimination).

Nous avons aussi 
her
hé à rempla
er l'arithmétique exa
te, jusqu'alors utilisée, par une

arithmétique d'intervalles multi-pré
ision (mpfi) basée sur la bibliothèque mpfr (voir se
-

tion 5.1), ave
 pour obje
tif de fournir un algorithme plus rapide (arithmétique en faible

pré
ision) mais préservant l'exa
titude du résultat. Il y avait deux obsta
les prin
ipaux :

� 
ontr�ler l'a

umulation d'erreurs numériques (gérée par mpfi) ;

� 
ontourner le prérequis théorique de l'algorithme d'Uspensky : le polyn�me à traiter doit

être sans fa
teur 
arré, notion n'ayant pas de sens pré
is dès lors que ses 
oe�
ients sont

dé�nis par des intervalles.

L'utilisation de la règle de Des
artes n'impose pas une pré
ision trop grande puisque seuls

les signes des 
oe�
ients 
al
ulés importent. Dans le 
adre de l'utilisation d'une arithmétique

d'intervalles, il 
onvient don
 de rajouter un test d'arrêt dès lors que l'on ne peut 
al
uler 
ette

borne 
'est-à-dire en gros dès lors que 0 apparaît dans un intervalle. Les spé
i�
ations de l'algo-

rithme résultant sont de 
e fait modi�ées : il prend en entrée un polyn�me et retourne une liste

d'intervalles 
ontenant une et une seule ra
ine, et éventuellement une autre liste d'intervalles

pour lesquels au
une dé
ision 
on
ernant la présen
e de zéros réels n'a été possible. Lorsque les


oe�
ients des polyn�mes sont représentés par des intervalles, l'algorithme traite, en quelque

sorte, une famille de polyn�mes. On peut montrer simplement que, dès lors que les arbres de


al
ul induits par l'appli
ation de l'algorithme sur 
es polyn�mes divergent (intervalles a
tifs

di�érents), le même 
al
ul e�e
tué ave
 une arithmétique d'intervalles induira des problèmes

de dé
ision de signes que l'on pourra traiter 
omme 
i-dessus. En parti
ulier, si une famille de

polyn�mes représentée par un polyn�me dont les 
oe�
ients sont des intervalles 
ontient un

polyn�me ave
 fa
teurs multiples, un problème de dé
ision de signe apparaîtra né
essairement.

Ce
i implique que l'algorithme d'Uspensky ave
 arithmétique d'intervalles muni des spé
i�-


ations pré
édentes terminera toujours. Dans le 
as où le polyn�me d'entrée est à 
oe�
ients

exa
ts, on peut alors faire le 
al
ul en pré
ision �xe (arithmétique d'intervalle) pour ne traiter

ensuite que les ouverts de la droite réelle pour lesquels au
une dé
ision n'a été possible. Grâ
e

à l'ensemble de fon
tions dé
rites dans [46℄, le 
al
ul peut alors être repris à l'endroit exa
t

où il a é
houé ave
 une pré
ision plus grande ou une arithmétique exa
te, 
e qui donne un

algorithme adaptatif, utilisant le minimum de pré
ision né
essaire, optimal en mémoire, plus

rapide que toutes les versions existantes et fournissant à 
oup sûr un résultat exa
t.
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Cette nouvelle variante de l'algorithme d'Uspensky sert de base aux routines de tra
é de


ourbes impli
ites (TCI), et d'opération terminale dans le pro
essus d'isolation de zéros réels

de systèmes zéro-dimensionnels.

Ave
 un algorithme permettant de traiter, au moins partiellement, des polyn�mes dont les


oe�
ients sont donnés par des intervalles, il était naturel de s'intéresser à la résolution de poly-

n�mes à 
oe�
ients algébriques réels (
'est-à-dire de systèmes triangulaires en deux variables),

et plus généralement aux solutions réelles de systèmes triangulaires zéro-dimensionnels. A

priori, trois méthodes permettent d'appréhender 
e type de problèmes :

� (I) 
al
uler une Représentation Univariée Rationnelle du système triangulaire pour se

ramener en une passe à un problème en une variable ;

� (II) 
onserver les nombres algébriques réels en tant que variables. L'algorithme d'Us-

pensky, dans sa version la plus e�
a
e, ne faisant intervenir que des additions, on assure

alors un bon 
ontr�le des 
oe�
ients intervenant en 
ours de 
al
ul, l'opération prin
i-

pale 
onsistant à déterminer le signe d'un polyn�me en une variable évalué en les zéros

d'un autre polyn�me.

� (III) rempla
er les nombres algébriques réels par une approximation à l'aide d'intervalles.

La version (I) est la plus simple mais également la moins e�
a
e puisqu'elle 
on
entre toute

l'information sur le système en un seul polyn�me, parfois déli
at à 
al
uler. La version (III)

ne permet pas de 
on
lure assurément puisque le polyn�me à traiter ne sera jamais 
onnu

exa
tement. En�n, la version (II) pose un problème puisqu'on ne peut, a priori, traiter que

des polyn�mes sans fa
teur 
arré. Cette di�
ulté peut 
ependant être fa
ilement 
ontournée

en assurant 
ertaines propriétés : ensemble triangulaire régulier séparable dont le premier

polyn�me (en une variable) est sans fa
teur 
arré.

Comme l'illustre le travail e�e
tué par E. Cotterill durant son stage au LORIA, la bonne

façon de résoudre le problème 
onsiste à débuter ave
 la méthode (III) et de bas
uler sur (II)

en 
as d'é
he
. Cette stratégie a été employée ave
 su

ès sur plusieurs séries d'interse
tions

de quadriques proposées par le projet ISA (INRIA Lorraine) : la rapidité des 
al
uls engendrés

et l'exa
titude des résultats fournis semblent montrer que 
et outil de 
al
ul est bien adapté

pour le traitement d'appli
ations réelles.

6.4.2 Résolution par radi
aux

La se
tion pré
édente explique l'étude de la re
her
he de solutions numériques de polyn�mes

en une variable. Il arrive que l'on soit intéressé par les solutions formelles exprimées 
omme une

imbri
ation de radi
aux. Un résultat théorique dû à Galois et dans le prin
ipe e�e
tif explique

à quelle 
ondition 
ela est possible (i.e., que le groupe de Galois de l'équation soit résoluble).

G. Hanrot et François Morain (LIX, É
ole Polyte
hnique) ont repris le travail de Galois et

ont 
omplètement expli
ité 
omment, à partir d'approximations numériques des ra
ines dans

une 
l�ture algébrique 
omplexe ou p-adique et d'une des
ription de l'a
tion du groupe de

Galois 
omme permutation sur les ra
ines, il est possible de 
onstruire la suite d'extensions

dont la théorie de Galois prédit l'existen
e, et de résoudre 
ha
une des équations relatives


orrespondantes par radi
aux. Ce travail a été publié dans les a
tes de la 
onféren
e ISSAC'01

[34℄. Notons que 
e travail pourrait avoir des appli
ations dans le 
adre des preuves de primalité

utilisant l'algorithme ECPP (Ellipti
 Curve Primality Proving), dû à Atkin et Morain.
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6.4.3 Fa
torisation sur les 
orps de nombres

Un des problèmes importants du 
al
ul formel est la fa
torisation des polyn�mes en une

variable sur un 
orps donné. Un algorithme ré
ent de van Hoeij

[vH℄

a nettement amélioré la

situation dans le 
as où le 
orps de base est Q . Un travail de Belabas (Université Paris XI),

Hanrot et Zimmermann [43℄ montre 
omment résoudre les problèmes qui se posent quand on

essaie d'étendre 
es méthodes au 
as des extensions algébriques de Q .

Notons que le travail du paragraphe pré
édent né
essite en parti
ulier la fa
torisation de

polyn�mes 
y
lotomiques sur les 
orps de nombres (polyn�mes dont les ra
ines sont les ra
ines

primitives de l'unité d'un 
ertain ordre).

Ave
 D. Lin (A
adémie des S
ien
es de Chine, Pékin), D. Wang [24℄ a présenté une méthode

pour la fa
torisation de polyn�mes sur des extensions algébriques de 
orps, méthode qu'il a

introduite et implantée en 1992.

6.4.4 Fa
torisation de trin�mes sur GF(2)

Les polyn�mes 
reux sont très intéressants pour les appli
ations 
ar ils donnent lieu à des


al
uls plus rapides. Sur le 
orps �ni GF(2) à deux éléments, les polyn�mes 
reux les plus

intéressants sont les trin�mes x

r

+ x

s

+ 1. Une des appli
ations importantes est la génération

aléatoire : un polyn�me primitif de degré r sur GF(2) permet de 
onstruire un générateur

aléatoire de période 2

r

� 1. Ave
 R. Brent (Oxford) et Samuli Larvala (Helsinki), nous nous

sommes intéressés aux trin�mes sur GF(2) dont le degré r est un exposant de Mersenne, 
'est-

à-dire tels que 2

r

� 1 est premier. Cela permet de ramener le test de primitivité à 
elui (plus

simple) d'irredu
tibilité. Dans [44℄, un nouvel algorithme est proposé pour tester l'irredu
ti-

bilité d'un trin�me sur GF(2) ; 
et algorithme apporte à la fois un gain en mémoire et en

temps de 
al
ul. Une implantation en C de 
et algorithme nous a permis de véri�er les 
al
uls

e�e
tués par Kumada et al.

6

, et de trouver un trin�me � oublié � par 
es auteurs, à savoir

x

859433

+ x

170340

+ 1. Nous avons e�e
tué une re
her
he 
omplète pour r = 3021377 [44℄, et

la re
her
he pour r = 6972593 (plus grand exposant de Mersenne 
onnu) est en 
ours, grâ
e

notamment au soutien du CINES.

6.5 Ensembles triangulaires

Mots 
lés : ensemble triangulaire, sous-résultant, dé
omposition triangulaire.

Parti
ipants : Philippe Aubry, Marie-Françoise Roy, Mohab Safey El Din, Dongming

Wang.

6

T. Kumada, H. Leeb, Y. Kurita et M. Matsumoto, New primitive t-nomials (t = 3, 5) over GF(2) whose

degree is a Mersenne exponent, Mathemati
s of Computation 69 (2000).

[vH℄ M. van Hoeij, � Fa
toring polynomials and the knapsa
k problem �, Journal of Number Theory,

À paraître, http://www.math.fsu.edu/~hoeij/papers.html.
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6.5.1 Sous-résultants

Le 
al
ul de la suite des sous-résultants est à la base de nombreux algorithmes 
al
ulant

des ensembles triangulaires de polyn�mes, d'où l'intérêt de l'optimiser au maximum.

Dans [22℄, de nouveaux théorèmes de stru
ture de 
ette suite sont donnés et un algorithme

en est déduit. L'intérêt de 
et algorithme ne réside pas dans le nombre d'opérations e�e
tuées

(quadratique en le degré des polyn�mes donnés en entrée, 
omme les algorithmes 
lassiques)

mais dans le meilleur 
ontr�le de la taille des 
oe�
ients intermédiaires (qui n'ex
èdent pas

deux fois la taille des mineurs de la matri
e de Sylvester). Il en résulte que les implantations

de 
et algorithme sont plus e�
a
es que 
elles de ses 
on
urrents, en parti
ulier dans le 
as de

polyn�mes univariés à 
oe�
ients polynomiaux.

Dans [35℄, nous donnons une représentation expli
ite et simple des sous-résultants en termes

de mineurs de la matri
e de Bézout. Cette représentation donne une te
hnique e�e
tive pour

le 
al
ul des 
haînes de sous-résultants par l'évaluation de déterminants. L'avantage de 
ette

appro
he réside dans le fait que la dimension de la matri
e de Bézout est inférieure à 
elle de

la matri
e de Sylvester. Un algorithme est déduit de 
es résultats et semble avoir un intérêt

pour une 
ertaine 
lasse de problèmes.

6.5.2 Cal
ul d'ensembles triangulaires

Nous avons proposé dans [41℄ un algorithme généralisé pour le 
al
ul des ensembles 
ara
té-

ristiques de Wu au moyen de pseudo-rédu
tions au lieu de pseudo-divisions. Ave
 une séle
tion

optimale de rédu
teurs et une génération heuristique de S-polyn�mes, notre algorithme peut

a

élérer le 
al
ul 
onsidérablement et produire des sorties plus simples pour une large 
lasse

de problèmes.

6.5.3 Ensembles triangulaires et théorie de Galois

En théorie de Galois algébrique e�e
tive nous avons 
ontribué à une nouvelle appro
he

qui développe des liens ave
 l'algèbre 
ommutative, liens qui se limitaient jusqu'à maintenant

aux notions d'idéal des relations et d'idéal des relations symétriques. Dans [16℄ nous pré
isons

la stru
ture d'idéaux plus généraux qui interviennent en théorie de Galois et proposons de

nouveaux algorithmes qui permettent de 
al
uler de manière algébrique les résolvantes relatives

ainsi que la base de Gröbner lexi
ographique de tels idéaux, qui a pour parti
ularité d'être aussi

un ensemble triangulaire. Il est ainsi possible de déterminer l'idéal des relations entre les ra
ines

d'un polyn�me, pour travailler ensuite dans le 
orps de dé
omposition de 
e polyn�me.

6.6 Raisonnement géométrique

Mots 
lés : preuve de théorème, dé
ouverte automatique de théorème, géométrie

di�érentielle, algèbre de Cli�ord, ensemble triangulaire.

Parti
ipants : Philippe Aubry, Dongming Wang.

Dans [29℄ nous avons développé des méthodes et outils d'élimination di�érentielle pour la

preuve et la dé
ouverte de théorèmes en géométrie di�érentielle. Un algorithme de dé
ompo-
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sition de systèmes di�érentiels réguliers est basé sur les te
hniques algébriques de s
indage

des ensembles triangulaires développées dans le projet. Plusieurs nouveaux théorèmes dans

la théorie lo
ale des surfa
es ont été dé
ouverts et prouvés au moyen de nos méthodes et

expérimentations.

En 
ollaboration ave
 X. Hou, H. Li et L. Yang de l'A
adémie des S
ien
es de Chine,

D. Wang a montré, en utilisant des méthodes algébriques [20℄, 
omment on peut prouver

automatiquement l'un des théorèmes géométriques présentés 
omme des dé�s par S. Markelov,

un expert russe en géométrie.

Dans la 
ontinuité de son travail sur le raisonnement géométrique utilisant l'algèbre de

Cli�ord, D. Wang a expérimenté une appro
he e�e
tive pour la preuve d'identités dans 
ette

algèbre, utilisant le prin
ipe d'indu
tion ave
 simpli�
ation heuristique [27℄.

6.7 Géométrie informatique

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère, Daniel Lazard, Fabri
e Rouillier.

Mots 
lés : géométrie, quadrique, interse
tion, graphe d'aspe
t.

Au 
ours de l'année 2001, une 
ollaboration importante s'est développée ave
 le projet ISA

(Sylvain Lazard et Sylvain Petitjean). Au-delà de la mise à la disposition d'ISA des logi
iels

de Spa
es, elle a porté sur deux dire
tions.

En premier lieu, nous avons pu montrer que le graphe d'aspe
t d'une surfa
e de degré 4

à 6 pouvait être e�e
tivement 
al
ulé. Il s'agit là d'un résultat tout à fait préliminaire, qui

né
essite en
ore un travail d'expérimentation important avant d'être publié.

Ensuite, l'essentiel de notre 
ollaboration a porté sur la paramétrisation des surfa
es qua-

driques et de leurs interse
tion, en vue du 
al
ul des 
on�gurations d'ar
s de 
ourbes dé�nis

par une famille de quadriques.

Ainsi, nous avons pu mettre au point un algorithme robuste pour paramétriser 
es qua-

driques et leurs interse
tions, et nous avons montré que, dans tous les 
as, il est optimal du

point de vue du nombre né
essaire d'extra
tion de ra
ines 
arrées [32℄.

6.8 Robots parallèles

Mots 
lés : robot parallèle, modèle géométrique dire
t, plani�
ation de traje
toires,

étalonnage.

Parti
ipants : David Daney, Jean-Charles Faugère, Lu
 Rolland, Fabri
e Rouillier.

Glossaire :

MGD Modèle Géométrique Dire
t

Résumé : Dans notre projet, les travaux liés à l'étude des robots parallèles sont

prin
ipalement di
tés par les besoins liés à la mise au point du robot CMW 300 par

la so
iété CMW (Constru
tions Mé
aniques des Vosges Marioni). Nous travaillons

selon 2 axes :

� la plani�
ation de traje
toires,

� les problèmes d'étalonnage.
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6.8.1 Plani�
ation de traje
toires

La 
on
eption d'un serveur de 
al
ul dédié à la résolution du modèle géométrique dire
t et

utilisant l'algorithme F

4

[4℄ nous a permis de gagner un ordre de grandeur important en termes

de temps de 
al
ul et de remettre en question les mises en équations jusqu'alors utilisées. Sur


e problème pré
is, nous avons pu 
onstater que le 
al
ul dire
t, par l'algorithme F

4

, d'une

base de Gröbner pour un ordre lexi
ographique est 
ertainement le meilleur moyen de 
al
uler

une Représentation Univariée Rationnelle.

Bien que 
ette solution soit en elle-même d'une e�
a
ité appré
iable (quelques se
ondes de


al
ul pour obtenir les solutions exa
tes du problème géométrique dire
t pour n'importe quel

type de robot) nous l'avons adossée à une méthode de Newton hybride 
erti�ée (
al
ul utilisant

une arithmétique d'intervalles ave
 des tests forts

7

de 
onvergen
e et de pré
ision du résultat)

pour étudier une traje
toire donnée. Ainsi, la méthode exa
te n'est lan
ée que dans les 
as

où la méthode de Newton hybride é
houe. Au �nal, l'outil d'étude de traje
toires est tout à

fait satisfaisant du point de vue de l'utilisation pratique : il nous a permis de diagnostiquer

fa
ilement et en quelques minutes les insu�san
es de 
ertains systèmes de 
ommandes. Nous

pro�tons de 
es avan
ées pour parti
iper à l'optimisation de par
ours d'outils dans le 
adre de

l'usinage à grande vitesse de piè
es 
omplexes, pour le 
ompte de la so
iété CMW.

6.8.2 Étalonnage

La 
ommande des robots parallèles est dépendante de la 
onnaissan
e des paramètres qui


omposent leur modélisation géométrique. Mais les défauts de fabri
ation et d'assemblage du

robot détériorent 
ette 
onnaissan
e et ainsi a�e
tent leur pré
ision de positionnement. Une

pro
édure d'étalonnage est alors né
essaire, à travers la résolution de systèmes sur-
ontraints

d'équations liant les paramètres géométriques à identi�er et les mesures de positionnement

du robot. A�n de simpli�er la mise en ÷uvre expérimentale, nous nous sommes intéressés, en


ollaboration ave
 I. Emiris (avant-projet Galaad, INRIA Sophia Antipolis), à des te
hniques

algébriques d'élimination de variables. Le but est i
i de supprimer une partie de l'information

né
essaire à l'identi�
ation des paramètres géométriques. Les te
hniques utilisées sont basées

sur l'obtention d'une matri
e du résultant ou de sa généralisation d'après la méthode d'élimi-

nation dialytique. Ainsi, nous avons montré [30, 31℄ 
omment l'élimination algébrique permet

d'obtenir des équations de 
ontraintes qui ne sont dépendantes que de la mesure de la position

du robot dans di�érentes 
on�gurations. La mesure de son orientation, plus sensible aux bruits

des mesures et plus di�
ile à réaliser, est algébriquement supprimée. Comparés aux résultats

fournis par quelques te
hniques existantes, les systèmes d'équations obtenus par 
es te
hniques

sont beau
oup plus stables numériquement, surtout pour des 
on�gurations de mesures situées

à la frontière de l'espa
e de travail. Dans 
e 
as, la �abilité et la simpli
ité de l'étalonnage sont

parti
ulièrement améliorées.

7

Si le test est vrai, alors l'algorithme 
onverge assurément.
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6.9 Arithmétique

Mots 
lés : pré
ision arbitraire, arrondi exa
t, produit médian, théorie des nombres.

Parti
ipants : Guillaume Hanrot, Vin
ent Lefèvre, Paul Zimmermann.

6.9.1 Arithmétique des ordinateurs

Plusieurs membres du projet ont parti
ipé à un numéro spé
ial de la revue � Cal
ulateurs

Parallèles � sur l'arithmétique des ordinateurs. V. Lefèvre a rédigé un arti
le sur la multipli-


ation par une 
onstante [21℄, et P. Zimmermann un arti
le de synthèse sur l'arithmétique en

pré
ision arbitraire (nombres entiers et �ottants) [28℄.

En 
e qui 
on
erne la multipli
ation par une 
onstante, le but est de générer du 
ode

e�e
tuant une multipli
ation par des 
onstantes entières à l'aide d'opérations élémentaires

(dé
alages, additions et soustra
tions), les 
onstantes pouvant être des entiers de plusieurs


entaines ou milliers de bits. Un tel 
ode peut être utilisé notamment dans les algorithmes du

style Toom-Cook servant à multiplier des entiers à grande pré
ision et dans le 
al
ul appro
hé

de valeurs 
onsé
utives d'un polyn�me, qui intervient dans la re
her
he des pires 
as pour les

fon
tions élémentaires.

Dans le 
adre d'un projet BQR (Bonus Qualité Re
her
he) de l'Université Henri Poin
aré

Nan
y 1, en 
ollaboration ave
 Joël Rivat et Gérald Tenenbaum de l'IECN (Institut Élie Cartan

de Nan
y), G. Hanrot et P. Zimmermann ont résolu une 
onje
ture de Jean-Mi
hel Muller

(projet Arénaire, INRIA Rh�ne-Alpes) sur la proportion de nombres �ottants x admettant

un inverse (i.e., pour lesquels il existe un nombre �ottant y tel que l'arrondi de x � y donne

exa
tement 1). Ce résultat sera publié dans un numéro spé
ial de la revue Theoreti
al Computer

S
ien
e [18℄.

6.9.2 Arithmétique des séries

Le travail sur le � produit médian �

[HQZ00℄

a été a

epté pour publi
ation dans la revue

AAECC (Appli
able Algebra in Engineering, Communi
ation and Computing), après révision.

Rappelons que le résultat du produit médian de deux polyn�mes 
onsiste en les 
oe�
ients

médians de 
e produit. Au 
ours de 
ette révision, plusieurs résultats nouveaux ont été mis

en éviden
e. Notamment, il a été montré que tout 
ir
uit 
al
ulant le produit de deux poly-

n�mes de degré n� 1 (ave
 des n÷uds addition, négation, dupli
ation, multipli
ation) peut se

transformer en un 
ir
uit 
al
ulant le produit médian de deux polyn�mes de degré n � 1 et

2n�2, et ré
iproquement. On a don
 formellement l'équivalen
e MP(n) �M(n) entre les 
oûts

asymptotiques MP(n) pour le produit médian et M(n) pour la multipli
ation. Ce résultat est

fortement lié au � prin
ipe de transposition � 
on
ernant le 
al
ul de produit matri
e-ve
teur.

La version �nale de l'arti
le sur le � produit médian � (en 
ours de réda
tion) améliore

toutes les meilleures 
omplexités 
onnues pour la division et la ra
ine 
arrée de séries formelles,

ave
 ou sans reste, dans les 
lasses de 
omplexité de la multipli
ation par l'algorithme de

[HQZ00℄ G. Hanrot, M. Quer
ia, P. Zimmermann, � Speeding up the Division and Square Root of

Power Series �, Rapport de re
her
he n

o

3973, 2000, http://www.inria.fr/RRRT/RR-3973.html.
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Karatsuba et par la transformée de Fourier rapide (FFT). Pour la multipli
ation via Karatsuba,


es algorithmes sont implantés dans un moduleMaple disponible sur http://www.loria.fr/

~zimmerma/papers/MP.mpl.

6.9.3 Théorie des nombres

En�n, 
itons deux résultats de G. Hanrot utilisant de manière 
onséquente ses travaux

antérieurs sur l'algorithmique des équations diophantiennes. L'un [17℄ en 
ollaboration ave


Y. Bilu et P. Voutier résoud 
omplètement une 
onje
ture sur les diviseurs des entiers de la

forme (�

n

��

n

)=(���). L'autre [19℄ ave
 N. Saradha et T. Shorey de Bombay progresse dans

l'étude d'une 
onje
ture d'Erd

�

øs-Selfridge, qui 
her
he à déterminer quand un produit d'entiers


onsé
utifs, duquel on peut omettre au plus un terme, est presque une puissan
e pure.

7 Contrats industriels (nationaux, européens et internationaux)

7.1 Interfa
e MuPAD-S
ilab

Mots 
lés : 
al
ul formel, 
al
ul numérique, interfa
e.

Parti
ipants : Fabri
e Rouillier, Paul Zimmermann.

En novembre 2002 a été signé entre la so
iété S
iFa
e (qui distribue le logi
iel de 
al
ul

formel MuPAD) et l'INRIA Lorraine (représentant l'Université Pierre et Marie Curie) un a

ord

de 
oopération autour du programme udxf d'é
hange de données binaires. udxf prend en

paramètre un proto
ole de 
ommuni
ation, par exemple 
elui du brevet udx, mais 
e peut être

aussi un autre proto
ole. Dans le 
adre de 
et a

ord, S
iFa
e a le droit d'utiliser udxf pour

l'interfa
e MuPAD-S
ilab. En é
hange, S
iFa
e parti
ipe au développement et à l'amélioration

de udx.

8 A
tions régionales, nationales et internationales

8.1 A
tions régionales

8.1.1 Projet Bonus Qualité Re
her
he

Parti
ipants : Guillaume Hanrot, Paul Zimmermann.

Un projet BQR (Bonus Qualité Re
her
he) sur les � Appli
ations en Théorie des Nombres

� a été �nan
é par l'Université Henri Poin
aré Nan
y 1 pour la période 2000-2001. Il est


oordonné par Joël Rivat de l'IECN (Institut Élie Cartan de Nan
y). En 2001, plusieurs groupes

de travail ont eu lieu, ayant 
onduit à une publi
ation [18℄ résolvant une 
onje
ture de Jean-

Mi
hel Muller.
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8.2 A
tions nationales

8.2.1 A
tion 
on
ertée in
itative Cryptologie � PolyCrypt �

Parti
ipants : Guillaume Hanrot [
hef de projet℄, Magali Bardet, Abdolali Basiri,

Jean-Charles Faugère, Ni
olas Gurel.

L'a
tion � PolyCrypt �, menée dans le 
adre de l'ACI Cryptologie pilotée par le ministère,

regroupe les 
her
heurs de Spa
es listés 
i-dessus ainsi que D. Augot (projet CODES), N.

Brisebarre (Université de St-Étienne) et Ph. Gaborit (Université de Limoges). Cette a
tion a

été a

eptée en juillet 2001 pour une durée de 3 ans, et la première réunion s'est tenue le 23

o
tobre 2001.

Il s'agit d'une a
tion d'interfa
e, étudiant des appli
ations à la 
ryptologie de domaines

situés en amont de 
elle-
i, prin
ipalement 
eux de la 
ompéten
e du projet, à savoir l'arith-

métique (dans le 
as des 
orps �nis) et les systèmes polynomiaux.

Nos premiers obje
tifs sont d'étudier l'algorithmique des 
orps �nis et d'en o�rir une im-

plantation la plus e�
a
e et générique possible (au-delà des appli
ations 
ryptographiques, il

serait souhaitable d'avoir une arithmétique pour des valeurs moyennes du degré et de la 
a-

ra
téristique), et d'étudier les problèmes de systèmes polynomiaux quand le 
orps de base est

spé
i�quement �ni ; dans 
e 
as on dispose d'équations supplémentaires du type x

N

= x sur les

variables, et on peut se demander de quelle façon les exploiter dans la pro
édure d'élimination.

Les appli
ations à la 
ryptographie sont dé
rites dans la se
tion 4.3.

8.2.2 A
tion 
on
ertée in
itative � Jeunes Cher
heurs � - Résolution des

systèmes algébriques ave
 paramètres

Parti
ipants : Jean-Charles Faugère [
hef de projet℄, Fabri
e Rouillier.

Cette a
tion se déroulera sur une durée de 3 ans à 
ompter de janvier 2001. Le but est

de mettre au point des outils performants pour la résolution des systèmes algébriques à pa-

ramètres. Un 
ertain nombre de travaux en 
ours dans le projet (zéros réels des systèmes de

dimension positive, tra
é de 
ourbes impli
ites) sont dire
tement liés à 
ette a
tion. Initia-

lement porté par deux personnes le nombre de parti
ipants à 
ette a
tion grandit puisque

Ph. Aubry, M. Safey El Din, S. Corvez et M. Bardet 
ontribuent désormais aux travaux de

re
her
he.

8.3 A
tions européennes

8.3.1 Projet européen RAAG

Parti
ipants : Fabri
e Rouillier [
onta
t pour le projet Spa
es℄, Marie-Françoise Roy.

RAAG (Real Algebrai
 and Analyti
 Geometry) est un réseau de formation par la re
her
he

(Resear
h Training Network) du programme "Human Potential" de la Commission Européenne,

subventionné pour une durée de 48 mois à 
ompter de mars 2002. Le réseau est géré par l'Uni-

versité de Passau (Allemagne), la 
oordination du travail de l'équipe française étant assurée

par l'équipe de géométrie réelle et 
al
ul formel de l'Université de Rennes I.
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Les thèmes abordés dans RAAG sont la géométrie et l'algèbre réelles ainsi que les algo-

rithmes et leur 
omplexité. Le projet Spa
es parti
ipe prin
ipalement à la formation de jeunes


her
heurs (pré- ou post-do
torants) aux outils de 
al
ul permettant d'étudier les zéros réels

des systèmes d'égalités et d'inégalités polynomiales.

8.3.2 Coopération ave
 l'Université de Paderborn

Parti
ipants : Fabri
e Rouillier, Paul Zimmermann.

Depuis janvier 2001, le proto
ole de 
ommuni
ation udx est in
lus dans la version de

développement du 
omplexe logi
iel MuPAD/S
ilab. Ce travail est e�e
tué dans le 
adre de

l'a

ord de 
oopération établi pour la distribution 
ommune des logi
iels MuPAD et S
ilab.

8.4 A
tions internationales

8.4.1 Coopération ave
 l'Université de Sydney

Parti
ipants : Guillaume Hanrot [responsable℄, Paul Zimmermann.

Depuis janvier 2001, une 
ollaboration est en pla
e entre l'équipe développant le logi
iel

magma à l'Université de Sydney (autour de J. Cannon) et trois équipes françaises : l'équipe

de J.-M. Couveignes au GRIMM (Université de Toulouse 2), l'équipe de F. Morain au LIX

(É
ole Polyte
hnique), et l'équipe Spa
es. Cette 
ollaboration a pour obje
tif d'utiliser magma


omme base de tests pour l'implantation des algorithmes développés dans 
es trois équipes,

autour de l'algorithmique des nombres et polyn�mes, des 
ourbes, de leurs ja
obiennes, ave


des appli
ations à la génération de 
ryptosystèmes présumés sûrs basés sur les ja
obiennes de


ourbes algébriques.

Cette 
ollaboration est partiellement �nan
ée par l'ambassade de Fran
e à Canberra pour

l'année 
ivile 2001.

C�té Spa
es, P. Zimmermann s'est rendu deux semaines à Sydney en o
tobre-novembre

2001. Durant 
e séjour, outre de nombreuses dis
ussions autour de la sémantique des 
al
uls

�ottants et de l'arithmétique d'intervalles, ont été implantés en Magma un algorithme de

division sans reste basé sur le produit médian, qui a permis de gagner un fa
teur 2 
omme

prévu sur l'implantation existante, ainsi qu'une version e�
a
e de la se
onde étape (Stage 2 )

des algorithmes de fa
torisation ECM et Pollard p� 1.

8.5 Visites, et invitations de 
her
heurs

8.5.1 Invitations

Parti
ipants : Ri
hard Brent, Yves Pétermann, Paul Zimmermann.

L'INRIA Lorraine a permis l'invitation de deux 
her
heurs étrangers en 2001. R. Brent

(Université d'Oxford) a été invité en août et septembre ; il a donné deux 
onféren
es, dont

l'une pour une large audien
e sur la fa
torisation d'entiers, et a travaillé ave
 P. Zimmermann

sur le 
al
ul �ottant en pré
ision arbitraire, ainsi que la re
her
he de trin�mes primitifs sur

GF(2). Y. Pétermann a été invité en o
tobre : ave
 J.-L. Rémy (avant-projet Adage), il a
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e�e
tué un 
al
ul d'erreur pré
is pour l'évaluation de la fon
tion zêta de Riemann, 
e qui

devrait permettre l'implantation de 
ette fon
tion dans la bibliothèque mpfr.

9 Di�usion de résultats

9.1 Arti
les et 
onféren
es de synthèse

La 
onféren
e invitée [36℄ de D. Lazard fait le point sur l'état de l'art de la résolution des

systèmes d'équations algébriques. Elle fait suite et 
omplète sur 
e sujet parti
ulier l'arti
le

plus général [7℄ paru dans le numéro spé
ial � an 2000 �de la revue tsi.

Aux Journées Nationales de la Re
her
he en Robotique (jnrr 2001), D. Lazard a pré-

senté l'histoire des relations entre l'étude des robots parallèles et la résolution des systèmes

polynomiaux [7℄.

L'arti
le [25℄ présente un examen des théories, méthodes, implantations et appli
ations

diverses de l'élimination polynomiale.

Le livre [13℄ par D. Wang 
ontient un traitement systématique des algorithmes d'élimina-

tion pour dé
omposer des systèmes arbitraires de polyn�mes à plusieurs variables en systèmes

triangulaires de di�érentes sortes (réguliers, simples, irrédu
tibles, ou munis de propriétés de

proje
tion), en fournissant les dé
ompositions des ensembles des zéros asso
iés. Certains algo-

rithmes pertinents 
omme 
eux fondés sur les résultants ou les bases de Gröbner sont passés en

revue. Des appli
ations de 
es méthodes d'élimination sont présentées, 
on
ernant des aspe
ts

algorithmiques en géométrie algébrique, la théorie des idéaux de polyn�mes, la résolution des

systèmes algébriques, la démonstration automatique en géométrie, et
.

L'arti
le [28℄ fait une synthèse des meilleurs algorithmes 
onnus pour la manipulation de

nombres entiers ou �ottants en pré
ision arbitraire (multipli
ation, division, ra
ine 
arrée,

fon
tions élémentaires et spé
iales). Y sont dé
rits à la fois les algorithmes naïfs de 
omplexité

quadratique, les algorithmes de type � diviser pour régner � 
omme 
elui de Karatsuba pour

la multipli
ation, et les algorithmes asymptotiquement optimaux 
omme 
eux basés sur la

transformée de Fourier rapide (FFT).

9.2 Exposés invités

F. Rouillier a fait un exposé invité au workshop � Algorithmi
 and Quantitative Aspe
ts

of Real Algebrai
 Geometry in Mathemati
s and Computer S
ien
e � à DIMACS (The Center

for Dis
rete Mathemati
s and Theoreti
al Computer S
ien
e, Rutgers University).

J.-C. Faugère a fait des exposés invités en 2001 : Co
oa 7 (Kingston Canada), ASCM 2001

(Matsuyama Japon), Dagstuhl (Allemagne) et Newton Institute (Cambridge Angleterre).

D. Wang a fait des exposés invités à l'Université de Pékin (Chine, Septembre 2001), à

l'Université de Kobe (Japon, Septembre 2001), et au séminaire Dagstuhl 01421 (Allemagne,

O
tobre 2001).

G. Hanrot, V. Lefèvre et P. Zimmermann ont 
ha
un donné un exposé dans le 
adre de

l'é
ole de printemps � Arithmétique des ordinateurs �, organisée à Prapoutel-les-sept-Laux en

mars.
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G. Hanrot a donné des exposés invités au séminaire de théorie des nombres de Lyon 1 et

aux séminaires d'algorithmique arithmétique et de théorie des nombres de Bordeaux 1.

9.3 Organisation de 
onféren
es et journées

F. Rouillier a 
o-organisé ave
 M.-F. Roy (Université de Rennes 1) et L. Gonzales-Vega

(Université de Santander) des journées �Appli
ations of real algebrai
 geometry outside mathe-

mati
s� à Rennes en juin 2001.

F. Rouillier a organisé un mini-symposium � Cal
ul Formel � au premier 
ongrès SMAI,

dans lequel sont intervenus D. Lazard et J.-C. Faugère.

F. Rouillier a organisé une journée de 
on
ertation sur l'� avenir du 
al
ul formel en Fran
e

� en septembre.

D. Wang a 
o-organisé en dé
embre 2000 la 
onféren
e internationale ASCM 2000 (Asian

Symposium on Computer Mathemati
s).

Le 26 novembre 2001, à l'o

asion de la soutenan
e de l'habilitation à diriger des re
her
hes

de P. Zimmermann [15℄, une journée � arithmétique � a été organisée au LORIA, où Jean-

Mi
hel Muller et Jean Vuillemin ont fait 
ha
un un exposé.

Les membres du projet ont organisé les 27 et 28 novembre à Nan
y la réunion �nale de

l'a
tion de re
her
he 
oopérative AOC (Arithmétique des Ordinateurs Certi�ée).

9.4 Comités de programme et de réda
tion

D. Wang est 
oéditeur des a
tes de 
olloque ASCM 2000 [11℄, dont il a été 
o-président du


omité de programme.

En tant que 
o-président du 
omité de programme, D. Wang a 
o-rédigé ave
 J. Ri
hter-

Gebert les a
tes du 
olloque ADG 2000 [12℄ sur le raisonnement automatique en géométrie.

D. Wang est membre des 
omités de programme pour :

� at
m 2000 (Asian Te
hnology Conferen
e in Mathemati
s, Chiang Mai, Thaïlande, 17�

21 dé
embre 2000),

� at
m 2001 (Melbourne, Australie, 15�19 dé
embre 2001),

� as
m 2001 (Matsuyama, Japon, 26�28 septembre 2001).

P. Zimmermann a fait partie du 
omité de programme de la 
onféren
e arith'15, qui s'est

tenue à Vail (Colorado) en juin 2001.

D. Lazard est membre depuis l'origine du 
omité de programme de la 
onféren
e mega

(E�fe
tive Methods in Algebrai
 Geometry) dont la pro
haîne édition aura lieu en juin 2003 à

Kaiserslautern (Allemagne). Il fait également partie du 
omité de programme de issa
 2002

(International Symposium on Symboli
 and Algebrai
 Computation) qui aura lieu à Lille en

juillet 2002.

9.5 Enseignement

G. Hanrot o

upe un poste de 
hargé d'enseignement à temps partiel à l'É
ole Polyte
h-

nique. Dans 
e 
adre, il a assuré les travaux dirigés de 
ours de 
ryptologie et d'algorithmique

aux étudiants de dernier semestre. En outre, il a assuré 
onjointement ave
 F. Morain (É
ole

Polyte
hnique) le 
ours � théorie algorithmique des nombres � du DEA Algorithmique (ENS,
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ENS Ca
han, ENST, Universités Paris 6, 7, 11, É
ole Polyte
hnique). À 
ompter de novembre

2001, il assure le 
ours � théorie algébrique des nombres � du DEA de mathématiques pures

de l'Université Henri Poin
aré Nan
y 1.

G. Hanrot et P. Zimmermann assurent le 
ours de � théorie algorithmique des nombres et


ryptographie � du DEA informatique de Nan
y.

J.-C. Faugère a dispensé un 
ours de DEA sur les bases de Gröbner (Université de Rennes 1).

J.-C. Faugère, D. Lazard et F. Rouillier ont assuré les 
ours de la �lière � Cal
ul for-

mel � du DEA Algorithmique (ENS, ENS Ca
han, ENST, Universités Paris 6, 7, 11, É
ole

Polyte
hnique).
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