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2. Overall Objectives

Key words: algebre max-plus, systemes a événements discrets, décision markovienne.

Le projet MAXPLUS développe la théorie, 1’algorithmique, et les applications des algebres de type max-
plus, en relation avec les domaines ou celles-ci interviennent : théorie de la décision (commande optimale
déterministe et stochastique, théorie des jeux), analyse asymptotique et théorie des probabilités, modélisation
et évaluation de performance de systemes a événements discrets (réseaux de transport ou de télécom, systemes
de production), et plus généralement, recherche opérationnelle.

On peut distinguer les axes de recherche suivants.

2.1.1. Commande optimale et théorie des jeux
. On s’intéresse aux problemes de décision, et en particulier aux méthodes de programmation dynamique,
que I’on aborde aussi bien du point de vue théorique (étude des propriétés de structure), que de la résolution
pratique (par le développement d’algorithmes rapides). On développe en particulier les themes suivants :

1. Systemes dynamiques monotones ou contractants, théorie spectrale non-linéaire.

2. Algorithmes d’itération sur les politiques, algorithmes de graphe, problemes de grande taille en
programmation dynamique.

3. Etude et discrétisation d’équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

'Réunissant, ou ayant réuni, Guy Cohen, Jean-Pierre Quadrat, Michel Viot, Didier Dubois, Pierre Moller, Ramine Nikoukhah, Stéphane
Gaubert, Marianne Akian, Michael Mc Gettrick, Elina Mancinelli, et Pablo Lotito. Le lecteur veillera a ne pas confondre max-plus, Max
Plus, et Maxplus : Monsieur Max Plus travaille sur I’algébre max-plus et fait partie de Maxplus.
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2.1.2. Systemes a événements discrets
On s’intéresse a I’analyse (évaluation de performance), a I’optimisation, et a la commande, de systemes
dynamiques a événements discrets, qui apparaissent dans la modélisation de réseaux (routiers, ferroviaires,
télécom) et en productique. On développe en particulier les themes suivants :

1. Théorie des systemes max-plus linéaires (approche géométrique).
2. Théorie des automates (automates a multiplicité).

3. Algorithmique pour 1"évaluation de performance.

4. Réseaux de transport (en collaboration avec le projet Metalau).

2.1.3. Recherche opérationnelle
On s’intéresse aux problemes d’optimisation discrete, et notamment a 1’application de méthodes algébriques
a la résolution de problemes d’optimisation discrete (techniques d’agrégation, ordonnancement, problemes de
flots).

2.1.4. Algeébre max-plus et domaines reliés
Lalgebre max-plus apparait dans plusieurs problémes des mathématiques et de la physique, en particulier dans
I’étude de phénomenes asymptotiques. On s’intéresse au développement théorique de 1’algeébre max-plus, en
relation avec ces problemes. On étudie notamment des questions de :

1. Perturbations de valeurs propres ;
2. Probabilités idempotentes et grandes déviations ;
3. Algebre linéaire et convexité.

2.1.5. Logiciel
On développe la boite a outils max-plus de Scilab, qui implémente certains de nos travaux.

3. Scientific Foundations
3.1. L’algebre max-plus

Le semi-corps max-plus est I’ensemble R U {—oco}, muni de ’addition (a,b) — a © b = max(a, b) et de la
multiplication (a, b) — a®b = a + b. Cette structure algébrique differe des structures de corps classiques par
le fait que 1’addition n’est pas une loi de groupe, mais est idempotente : a & a = a. On rencontre parfois des
variantes de cette structure, comme le semi-corps min-plus, qui s’obtient en remplacant max par min et —oo
par +00, ou le semi-anneau tropical, qui s’ obtient en prenant comme ensemble sous-jacent NU{+oo} dans la
définition du semi-corps min-plus. L’on peut se poser la question de généraliser les constructions de 1’algebre
et de I’analyse classique, qui reposent pour une bonne part sur des anneaux ou des corps tels que Z ou R, au
cas de semi-anneaux de type max-plus : tel est I’objet de ce qu’on appelle un peu familierement « 1’algebre
max-plus ».

L’algebre max-plus apparait dans plusieurs domaines des mathématiques et des sciences de 1’ingénieur.
Sa théorie a été, et continue a étre développée, par plusieurs écoles, voir par exemple, et de maniere non-
exhaustive, [44], [74][75][76], [50], [59]1[60][54], [70], [40], [6], [58], [52], [73]1[48][38][61].

Nous nous bornons ici a décrire de maniere tres succinte, en donnant des références, les sujets qui
relevent directement des intéréts du projet : problemes de plus court chemin, et plus généralement recherche
opérationnelle, commande optimale et théorie des jeux, équations d’Hamilton-Jacobi, asymptotiques (de type
grandes déviations), modélisation et évaluation de performance de systemes a événements discrets.

3.2. Algebre max-plus, programmation dynamique, commande optimale

L’exemple le plus simple d’un probleme conduisant a une équation min-plus linéaire est celui de trouver le
chemin de longueur & de colit minimum d’un point a I’autre d’un graphe orienté : si 1’on se donne un ensemble



Project-Team Maxplus 3

N de nceuds, et pour toute paire (4, j) de neeuds, un coit M;; € R U {400}, ce probleme conduit a calculer la
fonction valeur v : N X N x N — RU {+oo}, (k, 1, j) — v;;(k), qui associe a un état initial 7, un état final j,
et un horizon, k, la quantité :

k—1
vg(k) = min Y Mg, - M
o,... k€N =0
i=fy Lr=j

L’équation de la programmation dynamique est une équation linéaire min-plus, qui peut s’écrire avec des
notations matricielles :

v(k) = Mu(k — 1), ie. wvy(k) = min(M +vg(k —1)). )

seN

Le classique probléeme de Lagrange du calcul des variations,

T .
o )= it [ DX @)+ 6 ()),

ot X (t) e R™, pour0 <t <T,et L:R"xR"™— R, n’est autre qu’une version en dimension infinie de (1),
ce qui permet de voir I’équation d’Hamilton-Jacobi que vérifie v,

ov ov N L
U(',O) _Qsa 8_T+H($’%) _Oa ou H(I,p)_;euugz(_py_L(x7y))’ (3)

comme une équation min-plus linéaire. En particulier, les solutions de (3) vérifient un principe de superposition
min-plus : si v et w sont deux solutions, et si A, x € R, min(A + v, u + w) est encore solution de (3). Ce point
de vue, inauguré par Maslov, a conduit au développement d’une école « russe » de I’analyse idempotente (voir
[601[54][56]).

La présence d’une structure algébrique sous-jacente permet de mieux comprendre la structure de 1’espace
des solutions des versions stationnaires de (2) et (3). Ainsi, la théorie spectrale max-plus, développée par de
nombreux auteurs, décrit compleétement les espaces propres d’applications max-plus linéaires en dimension
finie. Voir aussi [60][54] pour des généralisations en dimension infinie.

3.3. Dynamique d’applications monotones, théorie de Perron-Frobenius
non-linéaire, jeux
Un point de vue plus général consiste a étudier la dynamique d’applications croissantes. Ainsi, on sait depuis le

tout début des travaux en décision markovienne que les équations de programmation dynamique de problémes
de contrdle ou de jeux, avec critere additif, conduisent a étudier des dynamiques de la forme

w(k+1) = f(z(k)),

ou I’application f vérifie les propriétés

Homogénéité fO+z) = X+ f(o) (H)
Monotonie <y = f(z)<fly) (M)
Contraction  [[f(z) — f(W)lle < ||z —¥ylloo ()
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pour tout A € R, z,y € R", avec A + def (A +21,...,\ + x,), et ol < désigne I’ordre partiel usuel sur

R™. (On reconnait dans I’équation dynamique (2) d’un probléme de commande optimale discret, un exemple
tres particulier d’une telle dynamique). On s’intéresse a I’asymptotique de la fonction valeur, x(k), lorsque
I’horizon, k, tend vers ’infini. Ce point de vue s’étend aux problemes de commande et de jeux a espace
d’états infinis : dans ce cas, I’application f opeére sur certains espaces de fonctions. On peut voir I’étude de
telles applications comme un cas particulier de la théorie de Perron-Frobenius non-linéaire et de la théorie
des applications contractantes au sens large (voir par exemple [63] pour un panorama), les problemes étudiés
étant typiquement I’existence d’un point fixe de f (fonction valeur en horizon infini), d’un vecteur propre non-
linéaire de f (solution z de f(x) = A + x, ol le scalaire ) s’interpréte comme le gain par unité de temps ou
gain ergodique), et I’existence de la limite lil?a f*(z)/k outemps de cycle. Il existe une littérature considérable

sur ces questions. On travaille tout particulierement sur les conditions structurelles qui garantissent 1’ existence
de points fixes ou de vecteurs propres [15][18], et sur les algorithmes permettant de calculer des quantités
telles que le temps de cycle, voir par exemple [49],[7].

3.4. Processus de Bellman

Un autre point de vue sur la commande optimale est la théorie des processus de Bellman [68][62], [13][4][1],
analogue max-plus de la théorie des probabilités, qui a été développée a partir de la notion de mesure
idempotente introduite par Maslov : les variables aléatoires operent comme des changements de variables
ou des paramétrisations de problemes d’optimisation, la propriété de Markov correspond au principe de
la programmation dynamique (Bellman), la convergence faible a une convergence de type épigraphe. Les
théoremes limites associés aux distributions stables (loi des grands nombres, théoréme de la limite centrale),
fournissent des résultats de convergence en commande optimale. Ces résultats sont utiles par exemple pour
comprendre qualitativement les difficultés d’approximation des solutions d’équations d’Hamilton-Jacobi.

3.5. Algebre max-plus et systemes a événements discrets

Les équations de type (2) interviennent aussi, avec une interprétation toute différente, dans 1’étude des
systemes a événements discrets. Lorsque I’on modélise un systeme (par exemple un atelier, un réseau de
transport, etc.) dans lequel certaines taches s’effectuent de maniere répétitive, il est commode d’associer a
chaque tiche ¢ un compteur, qui est une application v; : R — N, telle que v;(¢) donne le nombre cumulé
d’occurrences de la tiche ¢ jusqu’a I’instant ¢. Dans le cas le plus simple (qui dans le langage des réseaux
de Petri, correspond a la sous-classe des graphes d’événements temporisés [41]), on obtient des équations
min-plus linéaires analogues a (2). Cette observation, ou plutot, I’observation équivalente faisant intervenir
des dateurs qui vérifient des équations duales max-plus linéaires, a été le point de départ [43] du travail du
groupe Max Plus, lequel a développé I’analogue max-plus de la théorie des systemes linéaires classiques
(voir notamment [6][8]), incluant des notions de stabilité, de séries de transfert, une résolution algébrique
des problemes d’optimisation de ressources, etc. Ce travail a ensuite été généralisé, afin de modéliser des
phénomenes de concurrence ou de partage de ressources : on introduit dans ce cas des modeles d’automates a
multiplicités max-plus [9][10] (et des modeles de tas de pieces ou de traces [11]), tres étudiés par ailleurs en
informatique théorique (voir notamment [70][53][55][71][64]).

3.6. Algebre linéaire max-plus

Une bonne partie des résultats de 1’algebre max-plus concerne 1’étude des systemes d’équations linéaires, qui
est plus délicate que dans 1’algebre usuelle a cause de 1I’'idempotence de 1’addition. On peut distinguer trois
familles de problemes.

e Nous avons déja évoqué dans les sections 3.2 et 3.3 le probleme spectral Az = Az et ses
généralisations.
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e Le probleme Az = b, qui intervient en commande juste-a-temps, est intimement reli€ au probleme
d’affectation. Il se traite via la théorie des correspondances de Galois abstraites, ou théorie de la rési-
duation [46][39], [74][75],[6]. Dans un cadre de dimension infinie, ce probleme est essentiellement
relié aux questions d’analyse convexe abstraite [72][69],[3][25].

e Le probleme linéaire général Ax = Bz conduit a des développements combinatoires intéressants
(polyédres max-plus, déterminants max-plus, symétrisation [51][65],[6][13]).

3.7. Algebre max-plus et Analyse

Le role de 1’algebre min-plus dans les probleémes asymptotiques est évident si 1’on écrit

€4+ 6b - 6mln(a,b) €% x 6b — 6a—l—b

)

lorsque ¢ — 0.

Une maniere de voir algébriquement les choses est de déformer 1’algebre classique, en introduisant le semi-
anneau R, qui est "ensemble R U {400}, muni de I’addition (a,b) +— —elog(e=%/¢ + e~/¢) et de la
multiplication (a,b) — a + b. Pour tout ¢ > 0, R, est isomorphe au semi-corps usuel des réels positifs,
(R4, +, x), mais pour ¢ = 0T, R, n’est autre que le semi-anneau min-plus. Cette idée a été introduite par
Maslov [59], motivé par I’étude des asymptotiques de type WKB d’équations de Schrodinger.

Ce point de vue permet d’algébriser des problemes d’analyse. En particulier, le passage a la limite quand
e — 07T fait passer des probabilités classiques aux probabilités idempotentes, ce qui fournit une approche
max-plus [4][1], [66] de la théorie des grands écarts a la loi des grands nombres, ou grandes déviations (voir
par exemple [45]). Voir aussi [2], [37] pour des applications de ces idées aux perturbations de valeurs propres.

4. Application Domains

4.1. Systémes a événements discrets (productique, réseaux, systémes temps

réel)

Une partie importante des applications de 1’algebre max-plus provient des systemes dynamiques a événements
discrets [6]. Relevent de 1’approche par systemes dynamiques max-plus, ou plus généralement monotones
contractants : des problemes de calcul de temps de cycle pour des circuits digitaux, des problemes de calcul de
débit pour des ateliers, pour des réseaux ferroviaires ou routiers, et I’évaluation de performance des réseaux de
communication. Le projet colabore avec le projet Metalau, qui s’intéresse particulierement aux applications
de I’algebre max-plus aux réseaux de transport routier [57].

4.2. Commande optimale et jeux a somme nulle

Les applications de la commande optimale et de la théorie des jeux constituent un domaine d’application
important pour le projet Maxplus. Des applications a des problemes de mathématiques financieres ont été
développées ces dernieres années, en collaboration avec le projet Mathfi, voir par exemple [5] pour un résultat
partiellement inspiré de certaines idées de [15].

4.3. Recherche opérationnelle
L’algebre max-plus fournit des résultats de structure précis sur les solutions de certaines classes particulieres

de probleme de flots a colit minimum. Ces renseignements peuvent étre exploités dans des problemes
plus difficiles (ordonnancement [11], programmation dynamique en dimension grande), en fournissant des

arguments d’agrégation [67], des bornes, et aussi des idées algorithmiques.
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4.4. Analyse statique de programmes, vérification

Les techniques classiques de vérification conduisent a résoudre de « gros » problemes de points fixes dans des
treillis plus ou moins abstraits. Ces problemes sont justiciables de la théorie des opérateurs monotones et des
algorithmes déja évoqués dans la section 3.3. Voir aussi la section 6.12 ci-dessous.

5. Software

5.1. Boite a outil max-plus de SCILAB

La boite a outils max-plus? de SCILAB, écrite en FORTRAN et en C, a été développée par Guy Cohen,
Stéphane Gaubert, et Jean-Pierre Quadrat, a partir d’une premiere version réalisée par Michael Mc Gettrick,
dans le cadre du projet européen TMR ALAPEDES. La boite a outils permet d’effectuer rapidement et
simplement en SCILAB I’ensemble du calcul numérique matriciel en max-plus (algebre de base, résolution
de problemes spectraux, résiduation, etc), avec stockage plein ou creux des matrices.

5.2. Solveurs numériques d’équations de Hamilton-Jacobi

L’équipe max-plus a une longue tradition sur la résolution numérique d’équations d’Hamilton-Jacobi. Ainsi,
le générateur de programme, développé par Marianne Akian, générant des programmes FORTRAN de
résolution numérique d’équations d’Hamilton-Jacobi au moyen de discrétisations différences finies et de
I’algorithme FMGH [36], combinant méthodes multigrilles et itération sur les politiques, représente toujours
essentiellement 1’état de 1’art. Le travail sur les méthodes et les logiciels numériques a repris récemment, voir
la section 6.11 ci-dessous.

6. New Results

6.1. Espace propre d’applications max-plus linéaires
Participants: M. Akian, S. Gaubert, C. Walsh, R. Nussbaum (Rutgers University, USA).

On s’intéresse aux opérateurs max-plus linéaires a noyau. De tels opérateurs envoient une fonction u, a valeurs

réelles, définie sur un ensemble S, sur la fonction Au, définie par Au(x) = sup a(z, y)+u(y) pourtoutx € S,
yeS

olta:S xS —RU{—o0}estle noyau de S. Le cas ou S est fini est classique : 1’on sait que la dimension
de I’espace propre est égale au nombre de composantes connexes d’un certain graphe, dit graphe critique. Des
résultats existent également lorsque S est compact et que le noyau vérifie certaines propriétés de régularité ou
certaines conditions géométriques.

Dans [26][34], nous avons étudié le cas le plus simple d’espace non compact : nous supposons que .S est
un ensemble discret infini. Les outils que nous introduisons s’inspirent de la théorie des chaines de Markov
dénombrables : les classes critiques sont remplacées par les classes de récurrence. La notion de frontiere de
Martin minimale permet de caractériser compleétement 1’espace propre associé a une valeur propre donnée.
Nous montrons aussi un résultat de cyclicité semblable au cas ou .S est fini, sous une hypothése de tension.

Par ailleurs, dans un travail commun entre M. Akian, S. Gaubert et R. Nussbaum, on s’intéresse au cas ou
S est compact et ot le noyau a : S x S — Ry,ax est semi-continu supérieurement.

6.2. Unicité des points fixes ou vecteurs propres d’applications contractantes

au sens large et jeux avec critere ergodique
Participants: M. Akian, S. Gaubert, B. Lemmens (TU-Berlin), R. Nussbaum (Rutgers University, USA).

Zhttp://www-rocq.inria.fr/scilab, section contrib
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Motivés par 1’étude des problemes de contrdle optimal avec cofit ergodique, nous avons caractérisé dans [15]
I’espace propre d’applications monotones additivement homogenes convexes de R" dans lui-méme, et en
particulier nous avons obtenu un résultat d’unicité. Nous étudions les généralisations de ces résultats dans
deux directions.

D’une part, dans [33], nous étudions 1’unicité du vecteur propre ou du point fixe d’applications f mo-
notones homogenes ou plus généralement contractantes au sens large sur un cone, dans le cas ou f est
semidifférentiable : une application f, d’un espace normé E dans un autre, est semidifférentiable si 1’on peut
écrire f(xz + h) = f(z) + fL(h) + o(||k]]), ot fL(h) est une application continue multiplicativement homo-
gene. Cette notion est bien adaptée aux opérateurs de programmation dynamique associés a des problemes
de contrdle optimal ou de jeux : lorsque les espaces d’actions sont finis, f, qui est affine par morceaux, est
non-différentiable, mais elle est semidifférentiable, au moins lorsque I’espace d’état est lui méme fini. Dans le
cas différentiable, des résultats antérieurs de R. Nussbaum montrent que 1’unicité du vecteur propre de f, & une
normalisation prés, peut étre contrdlée a I’aide de résultats d’unicité pour la dérivée f, évaluée en un vecteur
propre quelconque v. Nous montrons qu’il en est de méme lorsque f est semi-differentiable, et obtenons par
exemple comme application des résultats d’unicité pour la solution d’équations de programmation dynamique
stationnaires, ou ergodiques, associées a certains problemes de jeux répétés.

D’autre part, dans un travail commun entre M. Akian, S. Gaubert et B. Lemmens, nous étudions les
généralisations des résultats de [15] au cas d’applications convexes de R™ dans lui-méme, contractantes au
sens large pour une norme quelconque.

6.3. Asymptotique de systemes dynamiques monotones homogenes
Participants: S. Gaubert, J. Gunarwardena (Harvard University, USA).
On s’intéresse a ’existence et au calcul du temps de cycle, x(f) = 1i]£n f*(x)/k, ot f est une application

monotone additivement homogene ou fonctions topicale, voir [18]. On travaille d’une part a généraliser les
résultats de [7] et [42], qui exploitent des techniques d’itération sur les politiques, pour calculer effective-
ment x(f) pour certaines sous-classes d’applications. D’autre part, on s’intéresse aux conditions générales
d’existence du temps de cycle. On a ainsi montré que le temps de cycle existe sous une hypothese faisant
intervenir la fonction de récession de f, qui inclut le cas des fonctions convexes.

6.4. Analyse convexe dans I’algebre maxplus
Participants: G. Cohen, S. Gaubert, J.P. Quadrat, I. Singer (Institute of Mathematics, Bucharest).

On montre dans [27] qu’une fonction convexe max-plus définie sur un espace de dimension finie est enveloppe
supérieure des fonctions « affines » qui la minorent. Nous obtenons ce résultat comme conséquence d’un
théoréme de séparation, qui raffine le résultat général de [17].

6.5. Théoreme de séparation de type min-plus dans les groupes réticulés
Participants: M. Akian, I. Singer (Institute of Mathematics, Bucharest).

Les ensembles GG décroissants de R", i.e. vérifiant y € Getz; < y; Vi = 1,...n = z € G,
sont un cas particulier d’ensembles min-plus convexes de R™. Ce sont aussi les ensembles de sous-niveau
{z € R" | f(x) < a} des fonctions croissantes au sens large. Un résultat de Marténez-Legaz, Rubinov
et Singer caractérise les ensembles décroissants fermés de R™ en termes de séparation par des formes min-
plus linéaires. De méme, un résultat récent de Singer caractérise les fonctions croissantes semi-continues
inférieurement en termes de conjugaisons de type Lau ou de quasi-convexité. Dans [16], on généralise ces
résultats dans le cas ou R est remplacé par un groupe réticulé conditionnellement complet ou de maniere
équivalente, dans le cas ol le semi-corps min-plus est remplacé par un semi-corps conditionnellement complet.
La topologie utilisée est celle de Scott ou celle de Lawson introduites dans la théorie des treillis continus, ou
encore la topologie de I’ordre.
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6.6. Géométrie des métriques de Hilbert et de Thompson
Participants: C. Walsh, J. Gunawardena (Harvard University, USA), R. Nussbaum (Rutgers University, USA).

Les applications max-plus linéaires, et, plus généralement, les applications monotones homogenes sur un cone
sont contractantes au sens large pour deux métriques particulieres, celle de Hilbert et celle de Thompson. Le
comportement des applications monotones homogenes est donc profondément influencé par les propriétés
géométriques de ces deux métriques, justifiant ainsi une étude approfondie de celles-ci. Dans [22], on s’est
intéressé a une classe de cones fortement « symmétriques », auxquels on peut appliquer des techniques
algébriques. On a établi de nouvelles propriétés des métriques de Hilbert et de Thompson, et déduit le
comportement en temps long des itérées d’applications contractantes au sens large.

Dans [35], on s’intéresse a des cones plus généraux. On a montré une inégalité, qui peut étre interprétée de
la fagon suivante : regardés a grosse échelle, les espaces métriques considérés plus haut sont (en un certain
sens) de courbure négative.

6.7. Trafic pire des cas dans les réseaux de télécommunications
Participant: C. Walsh.

On considere un utilisateur dont le processus de demandes satisfait certaines contraintes et on voudrait
connaitre le pire des processus de demandes, c’est-a-dire celui qui maximise la charge pour le réseau. On
mesure ici la charge par la « largeur de bande effective » de 1’utilisateur, un concept qui se révele utile quand
on fait tendre le nombre de sources multiplexées vers 1’infini. Les années précédentes, on a formulé une
conjecture caractérisant la source pire des cas. On a prouvé cette conjecture lorsque les parametres sont dans
un certain domaine [23]. On a aussi établi des résultats partiels dans le cas général [24]. On travaille maintenant
a parachever ces résultats.

6.8. Transformée de Fenchel généralisée
Participants: M. Akian, S. Gaubert, V. Kolokoltsov (Nottingham Trent University).

Dans ce travail, nous étudions I’'image des opérateurs max-plus linéaires de dimension infinie et plus
généralement (apres changement de signe) les correspondances de Galois. Par exemple, toute correspondance
de Galois B opérant sur I’espace des fonctions semi-continues inférieurement de Y dans R, et a valeurs dans
I’espace des fonctions de X dans R, s’écrit Bf(x) = sup{b(z,y, f(y)), y € Y} pour une fonction b telle
que b(x,y,-) est décroissante et continue a droite (pour tous z € X ety € Y). Si X est le dual de Y
et b(z,y,\) = (x,y) — A\, B est exactement la transformée de Fenchel. Nous caractérisons I'image d’une
correspondance de Galois B en termes de recouvrement de 1’espace X . Nous caractérisons aussi I’injectivité
en un point par la minimalité de ce recouvrement. Dans le cas de la transformée de Fenchel, I’injectivité est
obtenue par exemple pour les fonctions convexes essentiellement régulieres. Ces résultats [3][25] généralisent
d’anciens résultats de N. Vorobyev et K. Zimmerman sur les opérateurs de dimension finie. Dans [32], nous
étudions I’application de ces résultats a la caractérisation de taux de grandes déviations.

6.9. Perturbation de valeurs propres et vecteurs propres et algebre max-plus
Participants: M. Akian, S. Gaubert, R. Bapat (Indian Statistical Institute, New Delhi).

A la suite de [37] et de [2], on étudie, les asymptotiques du premier ordre de toutes les valeurs propres et
des vecteurs propres d’une matrice A, étant données celles de ses coefficients. Si les coefficients vérifient
(Ag)ij ~ aijeAi-f quand e tend vers 0, pour certains a;; € C et A;; € R, on a construit, dans [37], une
suite a, ..., , a partir des valeurs propres min-plus de compléments de Schur min-plus calculés a partir de
la matrice A = (Aij) des exposants de A.. On montre que, sous certaines conditions (sur A), les nombres
aq, ..., ay, sont génériquement égaux aux ordres de grandeurs (exposants) des différentes valeurs propres de
Ae. On obtient aussi, dans le cas général, des inégalités de majorisation faible entre oy, ..., oy, les racines du
polyndme caractéristique min-plus de A et les exposants des valeurs propres de A.. Ces résultats fournissent
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une interprétation en terme de graphe des pentes du polygdne de Newton du polyndme caractéristique de A..
Ils expliquent aussi les ordres de grandeurs des valeurs propres obtenus par la théorie des perturbations de
Lidskii, Visik et Ljusternik, et permettent de résoudre certains des cas qui étaient singuliers dans cette théorie.
On étudie maintenant les problemes de perturbation de faisceaux de matrices.

Approche géométrique des systemes max-plus linéaires
Participants: S. Gaubert, R. Katz.

La these de R. Katz, qui a été soutenue cette année [14], s’intéresse a des problemes d’accessibilité et de com-
mande de systemes dynamiques max-plus linéaires, et contribue a développer une « approche géométrique »,
c’est-a-dire une approche en terme d’espaces invariants, dans ’esprit de la théorie de Wonham. Une diffi-
culté est que méme les espaces les plus simples (comme les semimodules accessibles, ou les congruences
observables), ne sont en général pas finiment engendrés. On a développé pour cela dans [14][19] une théo-
rie des semi-modules rationnels sur le semi-anneau max-plus : ce sont des semi-modules ayant un ensemble
de générateurs qui est une partie rationnelle d’un monoide de la forme ((Z U {—o00})™, +). On montre que
les semi-modules accessibles, ou que les congruences observables, sont rationnels. L’ on montre aussi que les
semi-modules rationnels sont fermés pour les opérations algébriques naturelles (union, intersection, image
inverse, etc.). On a travaillé également a 1’étude des espaces (A, B)-invariants max-plus, qui sont utiles pour
résoudre certains problemes de commande de systemes a événements discrets. On a montré comment calcu-
ler le sous-espace (A, B)-invariant maximal contenu dans un semi-module engendré par un ensemble fini de
vecteur a coordonnées finies [14][28]. L’on cherche actuellement a généraliser ce genre de résultats. Enfin, on
a étudié des analogues non-commutatifs des problemes d’accessibilité. Dans le cas de matrices sur I’anneau
des entiers relatifs, ces problemes sont tres étudiés, et une série de travaux, qui remontent a Paterson et Man-
na, montrent que diverses versions de ces problémes, comme par exemple décider si une matrice est dans un
semi-groupe finiment engendré, ou si I'un des coefficients d’une série rationnelle est nul, sont indécidables
(a condition d’avoir au moins deux générateurs). On a montré dans [14][30] I’existence de réductions univer-
selles (indépendentes du semi-anneau), qui éclairent les résultats classiques, et donnent surtout de nouveaux
résultats dans le cas max-plus : ainsi, I’appartenance a un semi-groupe de matrices max-plus finiment engendré
est indécidable.

Résolution numérique de problemes de commande optimale déterministe

et algebre max-plus
Participants: M. Akian, S. Gaubert, A. Lakhoua.

Dans son stage de DEA [31] encadré par M. Akian et S. Gaubert, A. Lakhoua a élaboré une nouvelle méthode
de discrétisation de 1’équation d’Hamilton-Jacobi d’évolution, que I’on peut voir comme 1’analogue max-
plus de la méthode des éléments finis de Petrov-Galerkin. On obtient ainsi une équation de récurence max-
plus linéaire mais implicite, dont on sélectionne la sous-solution maximale : le systtme dynamique ainsi
obtenu s’interprete comme 1’équation de la programmation dynamique d’un probleme de jeux a somme
nulle déterministe. Contrairement a la méthode proposée initialement par Flemming et McEneaney [47],
I’application du semi-groupe d’évolution aux éléments finis n’est pas supposée connue mais approximée, et le
systeme dynamique discret obtenu n’est pas forcément max-plus linéaire. La méthode a été testée sur plusieurs
problémes types en dimension 1, en utilisant la bibliotheque max-plus de Scilab. Des estimations d’erreur ont
déja été obtenues sous certaines hypotheses de régularité. De maniere analogue au cas des élements finis
classiques les estimations d’erreur de la méthode font intervenir des erreurs de projection, mais ici il s’agit de
projections sur des sous-semi-modules max-plus ou min-plus. Ce travail se prolonge dans le cadre d’une these
coencadrée par H. El Fekih (ENIT, Tunis).

Analyse statique de programmes et itération sur les politiques
Participants: A. Costan, S. Gaubert, E. Goubault (CEA).
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S. Gaubert a coencadré avec E. Goubault le stage d’Option de I’Ecole Polytechnique d’A. Costan, qui portait
sur ’application des algorithmes d’itérations sur les politiques, développés dans [7], [42], aux problemes
de points fixes de fonctions croissantes définies sur des treillis « abstraits », qui interviennent en analyse
statique de programme. La motivation vient du fait que les algorithmes de point fixe naifs effectuent parfois
un nombre d’itérations considérable (€gal au nombre de boucles effectués par le programme). Cette pathologie
a donné lieu a de nombreux travaux. Nous proposons ici un algorithme alternatif, qui a le mérite de résoudre
naturellement cette difficulté. On a montré que certains algorithmes développés dans [42] dans le cas de
fonctions de R™ dans R", pouvaient s’étendre aux cas de treillis tels que le treillis des intervalles, qui est
utilisé classiquement. A. Costan a écrit un premier prototype d’analyseur, qui, a partir d’un programme écrit
dans un langage simplifié proche du C, génere la fonction d’intervalles a laquelle des méthodes de point-fixe
sont ensuite appliquées. Des premiers résultats expérimentaux semblent indiquer que le temps de convergence
est amélioré.

8. Other Grants and Activities

8.1. Actions internationales

e Convention NSF-INRIA : le reliquat de la convention NSF-INRIA impliquant M. Akian et P.A.
Bliman (projet Sosso) et Roger Nussbaum de Rutgers University permet de financer des visites de
Roger Nussbaum a 'INRIA.

8.2. Accueils de chercheurs étrangers

e Roger Nussbaum de Rutgers University, 1 semaine.
e Ravindra Bapat, Indian Statistical Institute, 2 semaines.

e Bas Lemmens, TU-Berlin, 1 semaine.

9. Dissemination
9.1. Animation de la communauté scientifique

e M. Akian:

— Co-responsable du séminaire « Probabilités, Optimisation, Contrdle » de I'INRIA Roc-
quencourt.

— Membre du Comité d’Organisation National de 1 »’IFAC Workshop on Time Delay
Systems » (INRIA, 8-10 Sept. 2003).

e S. Gaubert :

— Membre du Comité Scientifique de »International Workshop on Max-algebra (30 juin—3
juil. 2003, Birmingham, UK) ».

—  Membre du Comité Scientifique de Posta’04 (Positive Systems, Theory and Applications),
Aoit 2004, Roma, Italy.

e J.P. Quadrat:

— Administre le site d’intérét général http://www.maxplus.org, dédié a I’algebre max-plus.
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9.2. Enseignement universitaire

e M. Akian
—  Petites Classes du cours de Mathématiques 1 (calcul différentiel) et 2 (intégration) en
premiere année a I’Ecole des Mines de Paris.

e S. Gaubert

—  Cours (Optimisation Combinatoire) en troisieme année a I’Ensta.

—  Cours (Systemes 4 Evénements Discrets) au DEA Automatique et Traitement du Signal,
commun a I’Option Automatique de ’ENSMP.

—  Petites classes d’analyse numérique et optimisation en seconde année a I’Ecole Polytech-
nique (et correction du contrdle classant de ce cours).

9.3. Encadrement de these

e Riccardo Katz. Encadrement assuré par S. Gaubert.
e Asma Lakhoua. Encadrement assuré par S. Gaubert, M. Akian et Henda El Fekih (ENIT, Tunis).

9.4. Membre de jury

e G.Cohen:

— These de Ricardo Katz (Université de Rosario, Argentine, 27 novembre 2003).
—  These de Mehdi Lhommeau (ISTIA, Université d’ Angers, 16 décembre 2003).

e S. Gaubert :

— These de Gerardo Soto y Koelejmeijer (TU-Delft, Pays Bas, Septembre 03).
e J.-P. Quadrat :

— These de Ricardo Katz (Université de Rosario, Argentine, 27 Novembre 2003).

9.5. Participation a des colloques, séminaires, invitations

e M. Akian

—  »International Workshop on Idempotent Mathematics and Mathematical Physics » (3—10
fev. 2003) Titre de 1’exposé : « Perturbation of eigenvalues and min-plus algebra ».

—  »International Workshop on Max-algebra (30 juin-3 juil. 2003, Birmingham, UK) ». Titre
de ’exposé : « Iterates of semidifferentiable monotone homogeneous maps ».

—  Conférence « Méthodes numériques pour les équations HIB en contrdle optimal et appli-
cations (ENSTA, 11-12 sept. 2003) ». Titre de I’exposé : « Discretizations of Hamilton-
Jacobi equations and max-plus algebra »
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e G. Cohen

—  »International Workshop on Idempotent Mathematics and Mathematical Physics » (3—10
fev. 2003) Titre de 1’exposé : Max-plus convex functions

—  »International Workshop on Max-algebra (30 juin—3 juil. 2003, Birmingham, UK) ». Titre
de I’exposé : Projective max-plus semimodules.

e S. Gaubert

—  Visite d’une semaine au Bauer Center for Genomic Research, Harvard (Jeremy Gunawar-
dena), Janvier 3003.

—  »International Workshop on Idempotent Mathematics and Mathematical Physics » (3—10
fev. 2003). Titre de I’exposé : « Eigenvectors of monotone homogeneous maps »

—  «International Workshop on Max-algebra (30 juin-3 juil. 2003, Birmingham, UK) ». Titre
de I’exposé : « Perturbation of eigenvalues and min-plus algebra »

— POSTA’03 (Positive Systems, Theory and Applications), Roma, Aott 2003. Titre de
I’exposé : « Reachability and invariance problems in max-plus algebra. »

e J.-P. Quadrat

—  « International Workshop on Idempotent Mathematics and Mathematical Physics » (3—10
fev. 2003). Titre de I’exposé : Gibbs semirings and traffic assignment.

e C. Walsh

—  « International Workshop on Idempotent Mathematics and Mathematical Physics » (3—10
fev. 2003). Titre de I’exposé : « Max-Plus Martin Boundaries ».

—  »International Workshop on Max-algebra (30 juin—3 juil. 2003, Birmingham, UK) ». Titre
de I’exposé : « Max-Plus Martin Boundaries »
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